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Avant-propos

Les étudiants qui s’inscrivent en premiére année d’université ont des
connaissances hétérogénes en mathématiques. Vu la multiplicité des sections
du secondaire, et I’histoire personnelle de chacun, les nouveaux bacheliers
n’ont pas les mémes atouts pour aborder les études supérieures.

L’expérience montre que les handicaps sont surmontables. A I’université
Montpellier 1, I’'UFR de sciences économiques offre aux nouveaux inscrits un
cours de mise a niveau en mathématiques. Cet enseignement a été créé en
1985 ; sa pratique annuelle a inspiré cet ouvrage.

Les attentes des étudiants sont multiples. Pour y répondre, le livre est
divisé en trois parties :

— premiére partie : questions et exercices tests;
— deuxi¢me partie : cours;
— troisiéme partie : dix séances d’entrainement.

La premiére et la troisi¢me partie sont reliées 4 la deuxiéme par des renvois
indiqués en caracteres gras; chaque renvoi fait référence a un paragraphe du
cours.

Suivant ses objectifs et ses compétences, le lecteur choisira les chapitres ou
les sections qu’il aura besoin d’approfondir; il commencera méme sa lecture
par la partie de son choix :

» Le lecteur désireux de tester son niveau répondra aux questions
posées dans la premiére partie; les réponses a ces questions de cours et exer-
cices se trouvent dans la deuxiéme partie. Le paragraphe, qui donne la solu-
tion, est indiqué pour chaque test. Ce procédé évite les redondances et pré-
serve la cohérence de I’ensemble; il nécessite, de la part du lecteur, une
attitude active, utile pour la compréhension et la mémorisation.

 Le lecteur désireux d’acquérir des connaissances, ou de combler cer-
taines lacunes, trouvera dans la deuxiéme partie, un cours complet, illustré
d’exemples et d’exercices simples. Ce cours présente les notions essentielles
nécessaires pour entreprendre les études universitaires; il est divisé en para-
graphes concis pour que la table des matieres ait I’ utilité d’un lexique.

 Le lecteur désireux de s’entrainer a la résolution d’exercices, de
vérifier son habileté et son savoir, commencera son travail par les séances
d’entrainement de la troisitme partie. Les solutions présentées sont trés
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détaillées pour pallier I’absence d’un enseignant. Les étudiants se découragent
souvent devant des corrigés trop succincts et il est souhaitable de leur fournir
des réponses aussi complétes que celles demandées dans une copie d’examen.
Chaque exercice renvoie a des paragraphes du cours; ces renvois facilitent la
résolution et sollicitent la curiosité du lecteur.

Quel que soit le but recherché, il doit étre possible de I’atteindre seul et
sans I’utilisation d’ouvrages complémentaires. En particulier, la deuxieme par-
tie n’est pas un simple résumé de cours; elle est réduite aux notions essen-
tielles mais elle constitue un véritable manuel; pour étre abordée, elle ne
nécessite qu’un niveau trés élémentaire en mathématiques; elle peut donc ser-
vir aussi bien pour des révisions que pour un apprentissage ; certaines lacunes
ne sont pas toujours dues a I’oubli.

Les éléments de mathématiques développés dans ce livre sont enseignés
dans les classes du secondaire : de la sixiéme a la terminale. Dans la mesure
du possible, les programmes de référence sont ceux des sections B, entrés en
vigueur en 1992-93 pour les classes terminales.

Cet ouvrage a, en effet, été congu pour répondre, en priorité, aux besoins
des futurs étudiants en économie, gestion et administration : sciences écono-
miques, AES, préparation aux grandes écoles commerciales, IUT, BTS,
CNAM, etc. Cependant, sa forme et son contenu en font un instrument de révi-
sion, d’entrainement, voire d’apprentissage, pour tout étudiant qui s’inscrit
dans un premier cycle universitaire, méme éloigné des disciplines écono-
miques. C’est dans le souci de faciliter ses débuts a I'université que ce livre a
été rédigé.

Jean-Louis Sol
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PREMIERE PARTIE

v

(uestions
et
exercices tests




Une série de tests correspond a chaque
chapitre du cours. Un test présente soit une question de
cours fondamentale soit un exercice qui illustre une
notion essentielle. Les réponses se trouvent dans la
deuxiéme partie de l'ouvrage. Les renvois en caractéres
gras indiquent le paragraphe du cours ou se trouve
chaque réponse.




l . NOTIONS ET VOCABULAIRE DE BASE

Les notions énumérées dans les trois index de base ci-dessous doivent é&tre

maitrisées.

Test 1.1 Théorie des ensembles
Terminologie a connaftre :

- appartenance, (1.1.1);
— biunivoque (correspondance), (1.1.5);
— correspondance, (1.1.5);
— couple, (1.1.5);
— définition d’un ensemble :
o définition, (1.1.1);
« définition en compréhension, (1.1.1);
« définition en extension, (1.1.1);
~ différence de deux ensembles, (1.1.4);
— égalité de deux ensembles, (1.1.3);
— éléments d’un ensemble, (1.1.1);
— ensemble produit, (1.1.5);
~ ensemble vide, (1.1.1);
~ graphe d’une correspondance, (1.1.5);
— inclusion, (1.1.2);
— intersection de deux ensembles, (1.1.4);
— n-uplet, (1.1.5);
— produit cartésien de deux ensembles, (1.1.5);
— réunion de deux ensembles, (1.1.4);
— sous-ensembles, (1.1.2);
— symbole =, (1.1.2);
— symbole <, (1.1.2);
— univoque (correspondance), (1.1.5).

Test 1.2 Ensembles de nombres
Terminologie a connaitre :

— dénominateur d’une fraction, (1.2.2);

— €léments négatifs (notation d°), (1.2.1);
— €léments non nuls (notation d’), (1.2.1);
— €éléments positifs (notation d’), (1.2.1);
— entiers naturels (nombres), (1.2.1);

— entiers relatifs (nombres), (1.2.1);

— fraction, (1.2.2);

— fractions équivalentes, (1.2.2);
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— irrationnels (nombres), (1.2.3);

— numérateur d’une fraction, (1.2.2);
— opérations sur les fractions, (1.2.2);
— rationnels (nombres), (1.2.2);

— réels (nombres), (1.2.3).

Test 1.3 Ensemble des vecteurs du plan

Terminologie a connaitre :

— Chasles (relation de), (1.3.5);
— colinéaires (vecteurs), (1.3.8);
— définition d’un vecteur, (1.3.1);
— directeur (vecteur), (1.3.8);
— direction d’un vecteur, (1.3.1);
— égalité de deux vecteurs, (1.3.3);
— longueur d’un vecteur, (1.3.1);
— mesure algébrique d’un vecteur, (1.3.8);
— multiplication d’un vecteur par un nombre :
« définition, (1.3.6);
« propriétés, (1.3.7);
— norme d’un vecteur, (1.3.4);
— normé (vecteur), (1.3.4);
— notation (vecteur, droite, segment), (1.3.1);
— nul (vecteur), (1.3.2);
— opposé d’un vecteur (vecteur), (1.3.7);
— points alignés, (1.3.8);
— sens d’un vecteur, (1.3.1);
— somme de deux vecteurs :
« définition, (1.3.5);
o propriétés, (1.3.7);
— transformé d’un point par une translation, (1.3.3);
— unitaire (vecteur), (1.3.4).

2.  Les Nomeres Réis

Test 2.1 Qu’appelle-t-on repére d’une droite (D) et abscisse d’un point de
(D) dans cerepere? (2.1.1,aetb).

Test 2.2 Comment peut-on noter ’ensemble des nombres réels strictement
positifs?  (2.1.1, b).

Test 2.3  Soit g, b, ¢ trois nombres réels avec a < b; pour quelles valeurs
de ca-t-onac = bc? (2.1.2).
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Test 2.4 Définir la valeur absolue d’un nombre réel a  (2.2).

Test 2.5 Si a et b sont deux nombres réels tels que a < b, I'intervalle [a, b]
est défini en compréhension par [a, b] = { x | x € R, a < x < b }; définir en
compréhension les sous-ensembles de R suivants :

la, b]; la, b[; [a, +o[; ]-o0,a] (24).

Test 2.6 Sur R U { — o, + o } déterminer :
(#0) + (+00); (o) +(=00); (- 1) X (+0); (- 1) X (-00) (2.3).

Test 2.7 Calculer: 3%; 34; 23x22; (22%; 2x3)2 (2.5).

Test 2.8 Calculer: V16; V/32; V2 V3: V272 (2.6.1).

Test 2.9 Donner, quand elles existent, les solutions des équations suivantes :
¥=81; K¥=-1; ¥=8; ©*=-8 (2.6.2).

Test 2.10 Développer : (a + b)?; (a - b)?; (a + b)*; (a - b)?; (3x - 2)(5x — 4);
-2 x(x+y)? @.7).

Test 2.11 Factoriser : a®> - b%; &3 +b>; a®~b*; Bx-2)(x+ 1) - 3(6x - 4);
=25, (4x-3%-(2-2x+1) (2.7).

3. Résownom SUR R, D’EQUATIONS ET D'INEQUATIONS
A COEFFICIENTS REELS

Test 3.1 Résoudre les équations :

1 3
+T7=4; -2x+7=4; 3x-7)=6(2x-5); —— —

2 x+1°0 GD
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Test 3.2 Résoudre les inéquations :
2x+7>4; -2x+7=4;, Im-Dx+(m-3)=0

ol m est un parametre (3.2).

Test 3.3 Résoudre le systeme d’équations linéaires :
2x— y+2z=2
x+ 10y —3z=5
-x+ y+ z=-3
a) Par la méthode de substitution

b) Par la méthode des combinaisons linéaires
(rappeler le principe de la méthode du pivot de Gauss) (3.3.1).

Test 3.4 Résoudre les systemes d’équations suivants :
{ x—2y= 4 { x-2y= 4 {x~2y =4

3x-6y=12; |2x—-4y=-4; |x+y =1;
1 2
{3x_5y=0 ;+;= 5
x+2y=0; 3+2=_2
x y
3.3.2).

Test 3.5 Factoriser, quand cela est possible, les trindmes suivants et déter-
miner leur signe en fonction des valeurs de x :

3x2-16;3x%+16; —=3x2 +4x; 2*-Tx+6 (3.4).

xy=2

przy—g G

Test 3.6 Résoudre le systéme d’équations : [

Test 3.7 Déterminer, suivant les valeurs de x, le signe des fractions sui-

3
w4 2x + 1)(x—3>(x2+2)(3x—7)

26 P (3.4 et 3.5).

vantes :

Test 3.8 Résoudre les équations suivantes :

Vi-1-V2x-6=0; V2-x +3=3x-4; V2+1-2-1=0;
Vix-1l =2 @3.6).
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4, Ginirauris sur LES FONCTIONS REELLES
DE LA VARIABLE REELLE

Test 4.1  Soit une fonction fde E dans F telle que y = f(x);

* a un élément x de E la fonction f peut-elle associer plus d’un élément y
de F?

* qu’appelle-t-on ensemble de définition de f? qu’appelle-t-on ensemble des
images de f? (4.1.1).

Test 4.2 Donner le domaine de définition des fonctions suivantes -

x+1_ x+1 ) 1/x+1 412
xr—>x_2,x|—-)\/;_2,xl—> ) 4.1.2).
1

Test 4.3 Soit les fonctions f: x > x> +2et g: x > T2 aprés avoir

déterminé les domaines de définition nécessaires, former et comparer f 0 g
etgof (4.2).

Test 4.4 Quel est le degré de la fonction polyndme P définie sur R par
P(x) = 42 + 6x* + 4x> + 5x + 27 Quels sont ses termes de degré 4 et de
degré 0?7 (4.4.1).

est-elle

4
Test 4.5 La fonction f définie sur R - { 3 } parf(x) =x -2 + 3

une fonction rationnelle? (4.4.1).

Test 4.6  Soit le polyndme P (x) = 2x> — x> — 7x + 6; pourquoi peut-on affir-
mer que ce polyndme est factorisable par (x + 2)? (4.4.2).

Test 4.7 Déterminer Q(x) tel que 20> — x>~ Tx + 6= (x + 2) Q(x) :
a) en utilisant une division euclidienne
b) en utilisant une identification (4.4.2).
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Test 4.8 Factoriser le polyndme P(x) = 2x> — x> — 7x + 6 sachant que
P2)=P(1)=P@3B/2)=0 (4.4.2).

Test 4.9 Factoriser x” — a’ et développer (a + b)’ (4.4.2 et 4.4.3).

5. COMPORTEMENT GLOBAL D'UNE FONCTION
ET REPRESENTATION GRAPHIQUE

Test 5.1 Qu’est-ce qu’un repére cartésien du plan? Dans quel cas ce repére
est-il orthogonal? Dans quel cas est-il orthonormé (ou orthonormal)?
(5.1.1).

Test 5.2 Quand dit-on qu’une fonction est monotone sur un intervalle?
Quand dit-on qu’elle est strictement monotone ?  (5.2).

Test 5.3 Dans la représenta-
tion graphique ci-contre d’une
fonction f sur un intervalle
I = [a, h], caractériser les diffé-
rents extremums. Cette fonction 4
fest-elle bornée sur I?7  (5.3). =

Test 5.4 Soit ¢ et d deux nombres réels; construire une droite d’équation
x = d et une droite d’équation y = ¢ dans un repére cartésien (5.4.1).

Test 5.5 Soit a et b deux nombres réels; préciser, suivant les valeurs
de a, I’allure de la droite d’équation y = ax + b tracée dans un repére cartésien
(5.4.2).

Test 5.6 Résoudre graphiquement les systémes d’équations suivants :

{x—2y= 4 {x—2y= 4 {x—2y=4

3x—6y =12; 2x-4y =—4; |x+y =1 (54.3, a).
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Test 5.7 Résoudre graphiquement ’inéquation x — 2y < 4; puis le systéme
d’inéquations :
3x+4y <160
6x + 3y < 180
x+ y < 60
0<x < 25
O0<y< 35
(54.3,b).

Test 5.8 Caractériser, du point de vue de la parité ou de 1’imparité, les fonc-

. ) X +x
tions suivantes : x > 2, x B X x> X + x%; x| x|; me

(5.6.1).

Test 5.9 Montrer que, dans un repére cartésien (O, ?, 7), la courbe repré-

admet pour centre de symétrie

sentative de la fonction f telle que f(x) = <

le point (- 1, 2) (5.6.2).

+1

Test 5.10 Qu’est-ce qu’une fonction périodique?  (5.7).

60 I.IMITE ET CONTINUITE DES FONCTIONS REELLES
DE LA VARIABLE REELLE

Test 6.1 Trouver les limites, pour x tend vers 1, des fonctions suivantes et
étudier la continuité de ces fonctions :
x-1 x2

-1
X |x—1|; X —— x> ——  (6.2.3).
|x—1 x—1

Test 6.2 Soit I € R* et a € R U { — o, + o }; on suppose que
fx)

lim f(x)=1Iletque lim g(x) =0, déterminer lim —— (6.3, a).
x-a x—a x—>a gx)
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Test 6.3 Soit I € Retae R U { — o, + « }; on suppose que
S

lim f(x)=letque lim g(x)= oo, déterminer lim —- (6.3, b).
x—a x—a x—a g(x)

Test 6.4 Trouver les limites suivantes :
lim (5x*-3x*+2); lim (2 +2x+2); lim G +x2+2x+2);

X—3+oo x—y—oo0 X—>—o0
B2 L5031 3P osxiadx
xo00 30+ X2+ 2x 42 xote 40 +2x+2 x50 35 +2x
3054+ 2x

m g3z 639

Test 6.5 La restriction a [1, 3] de la fonction f telle que f(x) = PR dont

la représentation graphique est faite au paragraphe 5.6.2, réalise-t-elle une
bijection? (la définition de la restriction d’une fonction est donnée au para-
graphe 4.1.4) (6.5).

Test 6.6 Trouver la fonction réciproque f~! de la fonction f telle que
f(x) = — 2x + 3 et tracer les courbes représentatives de f et de f~! dans un
méme repére orthonormé  (6.5).

Test 6.7 Soit g la restriction a [2, 4] de la fonction f telle que f(x) = x%;
trouver la solution de I’équation g(x) =9 (6.5).

Test 6.8 Pour n e N* — { 1}, donner la représentation graphique des fonc-
tions x — x" et de leurs fonctions réciproques (6.6.3).

7. Derwvies er prvimves

Test 7.1 Développer (x, + k)* et en déduire le nombre dérivé en x, de la
fonction x> x> (7.1.1, a et b).
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Test 7.2 En utilisant la définition du nombre dérivé, trouver le nombre
dérivé de la fonction affine x — ax + b en tout point x, de R (7.1.1, b).

Test 7.3 En utilisant la définition du nombre dérivé, trouver f'(3) pour la
1
fonction f: x . en déduire I’équation de la droite tangente a la courbe

représentative de fpour x =3 (7.1.1, ¢).

Test 7.4 Commenter la repré- y 1
sentation graphique ci-contre a
partir de la définition de la déri-
vée en un point  (7.1.2).

A

>
] 1
0 |i Xy x+h x

Test 7.5 Etudier la continuité et la dérivabilité en 3 de la fonction f définie

par : .
= six>
fx) r six >3,
3 _ ]
f )_3a
o2 (7.13,¢)
f(x)——s—4 > six 1.3,¢).

Test 7.6  Une fonction continue en un point x, est-elle dérivable en x,? Une

fonction dérivable en x est-elle continue en x,? Etudier la dérivabilité en 0 de

la fonction x — | x| (7.1.4).

Test 7.7 Déterminer la dérivée de chacune des fonctions suivantes: x = 7x;
1

i3 xP VE xb Vi xb (@ -32+12x+ 4% x> 7 ol

2+1
ne N*; x> T+ (7.2.3).
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Test 7.8 Les fonctions x > x> + 3 et x = x*>— 5 sont-elles des primitives
d’une méme fonction? (7.3.1).

Test 7.9 Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes :

1 x X
xb Xt oxb 7 x 3 A -3; P X ————
* 1 +x2 V1-x2
(1.3.2).

L4
8. ETUDE LOCALE D'UNE FONCTION

, +1
Test 8.1 Etudier les variations de la fonction ftelle que f(x) = )~C-T quand
x —

x<0,f(x)=—1lquand0<sx<1,f(x)=x>-12x+ 10quand x > 1 (8.1.1).

Test 8.2  Soit la fonction f: x> x* = 3x + 1;

a) Trouver I’équation de la droite (7') tangente a la courbe représentative de f
en 0.

b) Préciser les positions relatives de la courbe et de sa tangente (7') quand x
tend vers 0 (8.1.2).

4
. . X . . p
Test 8.3  Soit la fonction f: x > TN répondre aux questions posées au

test précédent (8.1.2).

Test 8.4  Soit une fonction dérivable sur un intervalle / de R et x, un point
de!:

a) Sif'(xy) =0, x, est-il I’abscisse d’un extremum de fsur / ?

b) Si x, est I’abscisse d’un extremum de f; est-ce que f'(xo) =07 (8.1.3).

Test 8.5 Une fonction non dérivable en un point x, peut-elle admettre un
extremum en ce point x,?  (8.1.3).

~ Test 8.6 Caractériser le point d’abscisse 0 de la fonction f définie par
fx)= Vxpourx=0et f(x)=— V=—xpourx<0 (8.2.1).
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Test 8.7 Caractériser le point d’abscisse 1 de la fonction x > |2 - 1|
(8.2.2, a).

Test 8.8  Caractériser le point d’abscisse 0 de la fonction x - \/| x|
(8.2.2,b).

Test 8.9  Etudier les branches infinies de la fonction x > Lo pourx tend

vers — 1 et pour x infini  (8.3.1 et 8.3.2).

Test 8.10 Etudier les branches infinies de la fonction x > x2 pour x infini
(8.3.3,a).

Test 8.11 Etudier la branche infinie de la fonction x > \/x pour x infini
(8.3.3, b).

Test 8.12  Etudier la branche infinie de la fonction x > x + Vx - 1 pour x
infini  (8.3.3, ¢).

, 1
Test 8.13  Etudier les branches infinies de la fonction x > x + 1 + ~ pour x

infini  (8.3.3, ¢).

L4
9. ETUDE D'UNE FONCTION

Test 9.1 Enumérer et détailler les étapes nécessaires a I’étude d’une fonc-
tion (9.1).

Test 9.2  Etudier la fonction x - 3 — x| (9.2.1).
Test 9.3  FEtudier la fonction x > x \/1 -2 (9.2.2).

Test 9.4 Etudier la fonction f telle que : f(x) = x3 — |x| pour x < 0, f(0) = 0,
fx)=xV1-x2 pourx>0 (9.2.3).
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. : (x—1)°
Test 9.5 Etudier la fonction f : x (77)2; pour tracer la courbe (C),
représentative de f, utiliser un repére orthogonal ou les unités de longueur sont
différentes sur I’axe des abscisses et sur ’axe des ordonnées dans le rapport 2
9.24).

p 1
Test 9. i ion f: — .3.5).
est 9.6 Etudier la fonction f: x > o5 Ox (9.3.5)

I Oo FONCTIONS LOGARITHME, EXPONENTIELLE, PUISSANCE

Test 10.1 Donner la définition de la fonction logarithme népérien
(10.1.1).

Test 10.2 Trouver la dérivée de chacune des fonctions suivantes :
x>In(1-x%); x—>In|1-%| (10.1.2).

In x
Test 10.3 Donner les limites suivantes : lim Inx; lim Inx; lim —;
x>0+ X—>+o00 X400 X
. Inx
lim (10.1.3).
=1 x—1

Test 10.4 Dans un repére orthonormé, tracer la courbe d’équation y = In x

(10.1.5).
Test 10.5 Résoudre les équations suivantes :
A :In(x-2)(x—1)=In(2x +8);
B):In@x-2)+Inkx-1)=In(2x+8)
(10.1.5).

Test 10.6 Donner la définition de la fonction exponenticlle népérienne
(10.2.1 et 10.2.2).

1
Test 10.7 Résoudre I’équation e* — o= g (10.2.3, a).

Test 10.8 Déterminer la dérivée de la fonction x - e**+5*+2  (10.2.3, b).
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. . . ) . e*
Test 10.9 Donner les limites suivantes : lim €*; lim €% lim ;
X——co X—>+o0 X+ X

- |
lim — (10.2.3, ¢).

x—0

Test 10.10 Dans un méme repere orthonormé, tracer les courbes d’équation
y=Inxety=e¢* (10.2.4).
S TRV ()
Test 10.11  Résoudre I’équation —— >1 (10.2.4).
e

Test 10.12 Donner la définition des fonctions exponentielles de base a et
logarithme de base a  (10.3).

Test 10.13  Calculer 23 x 2V2et 2V2x 3V2  (10.3).

Test 10.14 Démontrer que, pour m € R, la dérivée, sur R*, de la fonction
x> x™ est la fonction x > mx”~!  (10.4).

1
Test 10.15  Sachant que lim nx_ 0, démontrer que lim x”In x =0

X—+oe X x—0*

pourme RY (10.5.1).

LY In(1+h
Test 10.16 Calculer lim (e"2> , puis, sachant que lim M =1

el h—0 h ’

l X
calculer lim (1 + —) (10.5.2).
x

X—>+o00

11.  Surmes ARTHMENQUES ET SUITES GEOMETRIQUES

Test 11.1  a) Donner les termes de rang 4, 5 et 6 de la suite (u,) telle que

définiesur N-{0,1,2,3 }:

1
u,=

Vn -3
b) Donner les termes de rang 1, 2 et 3 de la suite (u,) telle que Uy =5et
U, =2u,—1avecne N* (11.1.1).
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Test 11.2 Démontrer, en raisonnant par récurrence, que, pour n€ N—{0, 1},
u,=n —nestdivisible par 5 (11.1.2).

Test 11.3  Quand dit-on qu’une suite numérique est monotone ? quand dit-on
qu’une suite numérique est bornée?  (11.1.3).

Test 11.4 Donner la définition d’une suite arithmétique  (11.2.1).

Test 11.5 Trouver le vingt-sixiéme terme de la suite arithmétique (2, 5, 8,
11, ...) et le onziéme terme de la suite arithmétique (10, 6, 2, - 2, — 6, ...)
(11.2.2).

Test 11.6  Quelle est la somme des N termes consécutifs d’une suite arithmé-
tique dont le premier de ces N termes est A et le dernier B?  (11.2.3).

Test 11.7 Donner la définition d’une suite géométrique  (11.3.1).

Test 11.8 Trouver le dixieme terme de la suite géométrique (2, 1, 1/2,
1/4, ...) et le neuvieme terme de la suite géométrique (3, — 6, 12, — 24, ..)
(11.3.2).

Test 11.9  Quelle est la somme des N termes consécutifs d’une suite géomé-
trique de raison r # 1 dont le premier de ces N termesest A?  (11.3.3).

12. CawcuLinticrat

3
Test 12.1 Calculer J , x% dx; en déduire, dans le plan rapporté a un

repere orthogonal (O, 7, 7) I’aire du domaine A délimité par la courbe
d’équation y = x2, ’axe des absc1sses et les droites d’equatlon x= 2 etx=3
dans les trois cas suivants : || i || = “_] =1cm,| i || =2 cm et ||] | =3 cm,
I7l=3cmet ||7'||=0,1cm (12.1.1 et 12.1.3).
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2 3
Test 12.2  Vérifier que J , X dx =— J ) x* dx etque

3

f_? x2dx=f_?x2dx+f2x2dx (12.2.1).

3

Test 12.3 Calculer J (x2 —4e+2+ %) dx  (12.2.2).

2

Test 12.4  Soit une fonction f continue sur I’intervalle [a, b] od a < b;
qu’appelle-t-on valeur moyenne de la fonction fsur [a, b] (12.2.3, d).

Test 12.5 Dans le plan rapporté a un repére orthonormé, calculer I’aire du
domaine A délimité par la courbe d’équation y = x2 — 2x, 1’axe des abscisses et
les droites d’équationx=—letx=3 (12.3.1).

Test 12.6  Soit une fonction f continue sur I'intervalle [- a, a], ot a > 0,
a a

telle que I = Jo f(x) dx; donner la valeur de J f(x) dx dans le cas ol fest

paire et dans le cas ol fest impaire  (12.3.1).

~

Test 12.7 Dans le plan rapporté a un repére orthonormé, calculer 1’aire
du domaine D délimité par les paraboles d’équation y = x> — 3x — 1 et
=—x*-x+3 (123.2).

1 1

3
Test 12.8 Calculerf 21+ 5 dx;J x2\/27 - 3 dx: J _*dx
0 -1 0 1+x2
(12.4.1).
P . X
Test 12.9 Déterminer J 2 dx (124.1).

2
Test 12.10 A ’aide de I’intégration par parties, calculer J 1 (3x* +x) In x dx

et déterminer Jez" (P-2x+3)dx (12.4.2).
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Le cours qui suit, présente l'essentiel des
pré-requis nécessaires a l'entrée de l'université dans les
sciences de l'économie, de l'administration et de la ges-
tion.

Pour éviter de trop longs développements, la démarche
suivante a été adoptée :

o Certaines parties des programmes du secondaire ne
sont pas traitées. L'exhaustivité est évidemment impos-
sible. Les notions négligées ici, sont généralement
reprises a leur base a l'université; elles sont, par
ailleurs, bien délimitées et leur étude peut se faire de
maniére indépendante. C'est le cas, par exemple, de la
statistique descriptive et des probabilités.

o De nombreuses démonstrations sont absentes du
cours. Seules ont été conservées celles qui présentent un
véritable intérét pédagogique. Les exemples leur ont été
souvent préférés ; leur multiplicité a pour but d'illustrer
la théorie et de préparer aux exercices de la troisiéme
partie.

o Le chapitre 1 résume des connaissances enseignées au
college; il définit des termes de base et est accompagné,
dans les tests de la premiére partie, d'un index préalable.




Il Notions
et vocabulaire
de base

—

I ol P RESENTATION DE LA THEORIE DES ENSEMBLES

1.1 Ensembles. Eléments. Appartenance

La notion d’ensemble est une notion primitive. Elle est issue de termes
usuels : groupement, collection, rassemblement d’objets. La théorie des
ensembles permet de définir avec précision les concepts mathématiques. Cette
notion se définit par I’emploi qu’on en fait et I’approche intuitive, ci-dessous,
peut suffire :

Un ensemble est une entité qui rassemble certains objets bien déterminés.
Ces objets sont appelés les éléments de Pensemble; on dit qu’ils appartien-
nent 4 I'ensemble. Un ensemble est donc un groupement d’éléments ayant en
commun une ou plusieurs propriétés qui les caractérisent.

Si x (écrit en minuscules) est un élément de I’ensemble E (écrit en majus-
cules) on note x € E (on lit «x appartient 3 E» cette proposition appartenance).

Si x n’est pas un élément de I’ensemble E on note x & E (on lit «x n’appar-
tient pas 4 E»).

Remarque 1 : il y a essentiellement deux fagons de déterminer un ensemble :

« un ensemble est défini en extension quand on écrit la liste des éléments de
I’ensemble, ainsi :

I'ensemble des voyelles en frangais est { a, e, i, o, u, y }, 'ensemble des
entiers naturelsest { 0, 1,2, 3, 4, ... }.
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« un ensemble est défini en compréhension quand on énonce les propriétés
communes 2 tous ses éléments, ainsi :

I’ensemble des voyelles en frangais est { x|x est une voyelle de I’alphabet
francais },

’ensemble des entiers naturels est { x|x est un nombre entier positif ou
nul }.

(le symbole «|» se lit «tel que» et peut aussi s’€crire «: » ou «; »).

Remarque 2 : I'ensemble auquel n’appartient aucun élément s’appelle
I’ensemble vide et se note .

Remarque 3 : les ensembles dont les éléments sont eux-mémes des ensembles
sont appelés familles ou systemes. Dans la suite du chapitre, on suppose que
tous les ensembles présentés appartiennent & une méme famille d’ensembles.

1.1.2  Sous-ensembles. Inclusion

Un ensemble A est un sous-ensemble (ou une partie) de 'ensemble B si tout
élément de A appartient a B;

onnote A CB (onlit «A inclus dans B»),
ou B DA (onlit «B contient A»).

On peut donc écrire, a étant un éiément de A,
A C B© (ae A= ae Bpour tout élément a).
Remarque 1 : le symbole = se lit «implique » ou «entraine»;
le symbole < se lit «équivaut 2» ou «si, et seulement six»,

Remarque 2 : on parle d’inclusion stricte si A C Bet si, en méme temps, A est
distinct de B.

Remarque 3 : soit un ensemble A, on a toujours & C A.

1.3 Egalité de deux ensembles

Deux ensembles A et B sont égaux (ou identiques) s'ils sont constitués des
mémes éléments;

onnote A =B (onlit «A égale B»).

Remarque 1 :A=B& ACBetBCA.

Remargque 2 : 1’égalité de deux ensembles ne tient compte ni d’une répétition
d’éléments ni de I’ordre de présentation de ces éléments, ainsi :

{abcl={bac}={aaabbc}
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1.1.4 Réunion, Intersection. Différence

Des opérations sur les ensembles permettent de construire de nouveaux
ensembles. Parmi les plus importantes, si A et B sont deux ensembles :

¢ la réunion de A et B est ensemble, noté A U B (on lit «A union B »), défini
parAuB:{x|xeruxeB],

o lintersection de A et B est Pensemble, noté A ~ B (on lit <A inter B»),
définiparANB={x|xcAetxec B},

¢ la différence A moins B est 'ensemble, noté A - B ou A\B on lit «A moins
B», définiparA-B={(x|xcAetxe B).

Exemples : siA={a, b cdefjetsiB={(defg};AUB=(ab,cd
efg);ANB={def}];A-B={abc];B-A={g];AN(B-A)=2.

1.1.5  Produit cartésien, Correspondances

a) Couple

Soit deux ensembles A et B et deux éléments x et y tels quexe Aetye B,
un couple est un objet mathématique tel que, si (x, y) et (x’, y) sont deux
couples leur égalité est définie par: (x, y) = (¥, y) > x =x" et y=y.

Remarque : la notion de couple est différente de celle d’ensemble puisque
(x,y) # (y,x) alors que {x, y } = {y, x }.

b) Produit cartésien de deux ensembles

Le produit cartésien (ou ensemble produit) d'un ensemble A par un ensemble
B est ensemble, noté A x B (on lit «A croix B»), de tous les couples formés
par les éléments de A et de B tels que :

AxB={{(a,b)|ac A,be B}.

On dit que a décrit A, que b décrit B, que (g, b) décrit A x B.

Exemple : siA=(a, b c}etsiB= {c.d}; AXB={(a c) (a d), (b c) (b, d),
(¢,c)(c,d)]; BXxA={ (c a) (cb) (c c)(d a)(d b) dc)].

Remarque 1 : A X A se note A2, ainsi dans I’exemple précédent
A’={(a,a),(a, b),(a c), (b, a), (b b), (b, ©), (¢ a), (¢ b), (c, c) }.

Remarque 2 : la notion de produit cartésien s’étend au produit de plus de
deux ensembles, ainsi I’ensemble E, X E, x ... X E, est I’ensemble des n-uplets
(ou n-uples) défini par Ey X E, X ... X E, = { (x;, X%, ..., x) | x; € E|,
X € Ey,..x,€ E, }SIE =E,=..=E,=Eonnote E, XE; X ... X E, = E").
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¢) Correspondances

Nota : le lecteur pressé peut se contenter d’une étude peu approfondie de
ce paragraphe 1.1.5, c).

Soit deux ensembles non vides, A et B, et une propriété définie sur une par-
tie G de A x B, on dit qu’il y a une relation entre x et y si (x, y) € G avec
G CAxB.

On appelle correspondance entre A et B le triplet (4, B, G); A est Tensemble
de départ, B est Pensemble d’arrivée et G est le graphe de la correspondance.

Une correspondance est donc une mise en relation de deux ensembles. On
comprend, intuitivement, qu’elle «associe» certains €léments de A a certains
éléments de B.

Remarque : une correspondance est dite univoque quand elle conduit d’un
élément de Iensemble de départ A a un élément, et un seul, de I'ensemble
d’arrivée B; elle est dite biunivoque quand elle est univoque 2 la fois dans la
mise en relation de A avec B et de B avec A.

l 2 PR@SENTATION DES PRINCIPAUX ENSEMBLES DE NOMBRES

Ce paragraphe ne prétend pas expliquer la construction des ensembles de
nombres. Les notions de nombres entiers et de nombres décimaux sont suppo-
sées familieres. Les opérations élémentaires sur les nombres (addition, sous-
traction, multiplication, division) et leurs propriétés usuelles doivent &tre mai-
trisées.

1.2.1 Les nombres entiers

L’ensemble des entiers naturels, noté N, est :
N={0,1,2,3,..}.
L’ensemble des entiers relatifs, noté Z, est :
z={..,-3,-2,-1,0,1,2,3, ... 1.

Remarque : on utilise les notations : N*=N-{0},7*=Z-{0}, Z, =N,
7% = N*, 7* = Z — N, Z_ = Z - N*; ces notations sont transposables aux
ensembles Q et R définis aux paragraphes suivants; elles indiquent 1’absence
de ’élément nul, la présence des seuls éléments positifs, la présence des seuls
éléments négatifs.
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1.2.2 Les nombres rationnels

On appelle fraction tout couple (a, b), élément de Z x Z*, tel que :

. , a . . . .
« cette fraction est notée B a (entier relatif) est le numérateur de la fraction,
b (entier relatif non nul) est le dénominateur de la fraction;

. a c . .
« et deux fractions, m et L sont équivalentes si ad = bc.

S

L’ensemble des fractions équivalentes a4 une fraction donnée s’appelle un
nombre rationnel. L’ensemble des nombres rationnels, noté Q, est I’ensemble
dont les éléments sont les nombres rationnels.

Remarque : soit a, b, ¢, d des nombres entiers relatifs tels que b # 0 et
d#0,ona:

£=£@'ad=bcetdoncﬁi=£,£+£=a+c
b d bd b b b b
a
£+£=M £x£=9—5etsienouuCcaéOE:Exi:aj-'
b d bd b d bd T’ T ¢ b ¢ b
d

1.23 Les nombres réels

. . a e .
Soit la fraction 5 ; en effectuant la division de a par b on obtient un déve-

loppement décimal, soit limité, soit illimité périodique & partir d’un certain
rang. Cette propriété est caractéristique des nombres rationnels (un ratio est le
rapport entre deux quantités).

9 13 -3 -723
Exemples : — =3 -~ = -325 — = - 0,33333..., —_ = 723,
3 - 9 - 100
895652 = 90,46 98 98 98...
9 900

Or, il est possible de concevoir un développement décimal illimité non
périodique : ce développement définit un nombre irrationnel.

Exemples : © = 3,141 592 65... (d’autres nombres irrationnels sont présentés
dans des chapitres ultérieurs : \/5 \/5 e, ...).

On admettra qu’il est possible de rassembler dans un méme ensemble les
nombres rationnels et les nombres irrationnels; on obtient ainsi ’ensemble

des nombres réels, noté R.

Remarque:onaNCZCQCR,.
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I 3 PRéSENTATION DE L'ENSEMBLE DES VECTEURS DU PLAN

1.3.1 Définitions et notations

Dans un plan, deux points distincts, A
et B, pris dans cet ordre, définissent
un vecteur, noté A_B), quia:

¢ la direction de la droite (AB);

e le sens de déplacement de A vers B
sur la droite (AB);

o la longueur du segment [AB].

132 Vecteur nul

Le vecteur nul n’a ni direction, ni sens, et sa longueur est zéro; on peut le
TN . . -
définir 4 Paide de deux points confondus; on le note 0.

133 Egalité de deux vecteurs

Deux vecteurs non nuls, AB et CD, sont égaux quand ils ont la méme direc-
tion, le méme sens et la méme longueur. Ils définissent alors le meme vec-

teur qu'on peut noter avec une seule lettre. On a , par exemple, U= AB = CD.
Rem_a)rque 1: le point B est le transformé du point A par la translation de vec-
teur u.

Remarque 2 : étant donné un point A et un vecteur u, il existe un point
unique B tel que AB = u.

Remarque 3 : si I'une des propriétés suivantes est vraie, les autres le sont
aussi :

—_— ==
« les vecteurs AB et CD sont égaux;
o le quadrilatere ABDC est un parallélogramme ;
« les segments [AD] et [BC] ont le méme milieu;

—_—) ,
« les vecteurs AC et BD sont égaux.
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1.3.4 Norme d'un vecteur. Vecteur unitaire

Une umté de longueur étant choisie dans le plan, soit deux points, A et B,
tels que AB=1:

la norme du vecteur Z est la distance AB; c’est un nombre réel positif noté
—

%) =||AB|| = AB

On appelle vecteur unitaire (ou vecteur normé) tout vecteur de norme 1.

135 Somme de deux vecteurs

Soit les vecteurs @ et U'; si A est un point quelconque, il existe des points
uniques B et C tels que AB = @ et BC = ¥. La somme du vecteur # et du vec-
teur ¥ est le vecteur, noté i + ¥, tel que & + U = AC.

—_— —

Cette définition se traduit par la relation de Chasles AB +BC=A

1.3.6 Multiplication d’un vecteur par un nombre

Soit un vecteur # et un nombre A; le produit du vecteur # par le nombre A
est le vecteur, noté A, défini par les caractéristiques suivantes :

esid =0 A0 = 6,
osik =0 AZ=0;
esiZ #0 etsi AL#0

quand A est positif : ¥ et AiZ ont la méme direction,
sont de méme sens et || AZZ|| = M| £},

quand A est négatif : ¥/ et A ont la méme direction,
sont de sens contraire et || AZ|| = — Al| Z].

1.3.7 Quelques propriétés

Smt les vecteursu U, et les nombres A et M,ona:
U+0=V+U, W+ v)+w u+(_’+w) u+0 u, 1
(opposé du vecteur W), 4 + (-0 = AW +
A+ W = AL + Pz, Muid) = Auid.
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1.3.8 Vecteurs colinéaires. Points alignés.
Vecteurs directeurs d’une droite

Deux vecteurs et ¥ sont colinéaires si, et seulement si, 'un d’eux est nul ou
. 2z . . - —
si, les vecteurs n’étant pas nuls, il existe un nombre A tel que U = AL,

Soit deux points distincts, A et B, et un vecteur non nul ¥ tel que Z = AB;
i est un vecteur directeur de la droite (AB).

Un point M appartient a la droite (AB) si, et seulement si, il existe un
nombre A tel que AM = AlZ; le nombre A est appelé mesure algébrique du
vecteur AM relativement au vecteur i; on note AM=A.
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Pl Les nombres
reels

4

2.1 I.’ENSEMBI.E R

2.1.1  Approche intuitive et notations

a) Repére d’une droite
| Soit (D) une droite, 7 un vecteur directeur de (D), et O un point de (D) : le
couple (0, 7) est un repére de la droite (D).

Soit M un E?in_t) de(D): Me (D) 51?4 = x? (voir 1.3.8), O est I’origine
du repere (O, i), i est le vecteur ugitaire de ce repére; le nombre x est 1’abs-
cisse du point M dans le repére (O, i).

b) La droite réelle

N ) . . N 2

A tout point M d’une droite (D), munie d’un repére (O, i), correspond un
nombre réel x tel que OM = x et, réciproquement, a tout nombre réel x corres-
pond un point M d’abscisse x (voir 1.3.8).

I Cette correspondance biunivoque conduit & appeler «droite réelle»
Pensemble R et « point» un nombre de R.

L’ensemble des nombres réels positifs peut se noter R,
L’ensemble des nombres réels négatifs peut se noter R_

L’ensemble des nombres réels d’ott on exclut la valeur O peut se noter
R*=R-{ 0 }. Ainsi, R* =R, - { 0 } est I’ensemble des nombres réels stric-
tement positifs et R*=R_- { 0 } celui des nombres réels strictement négatifs.
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2.1.2 Ordre dans R

a) Définitions et notations

Soit a et b deux nombres réels;
a est inférieur a b si b — a est un nombre positif, on note @ < b;

a est supérieur a b si b — a est un nombre négatif, on note a = b.

b) Reégles opératoires

Soit a et b deux nombres réels tels quea < b;

pour toutc e R a+c<b+ec,
pour tout c € R, ac < be,
pour toutce R_ be < ac (ouac = be).

1 1
Remarque 1 :5i 0 < a < b alors > = —,
a
Remarque 2 :

a < b signifie a < b avec a # b et se lit «a strictement inférieur & b»;

a > b signifie a = b avec a # b et se lit «a strictement supérieur 3 b»;
(a # b se lit «a différent de b »).

2.2 VALEUR ABSOLUE D'UN NOMBRE REEL

I On appelle valeur absolue d’un nombre réel a le nombre, noté |a|, tel que :

la|=asia=0 et |a|=-asia <0.
Exemple : |-2|=|2|=2=-(-2).

Remarque 1 : la valeur absolue d’un nombre réel est un nombre réel positif,
ainsi |a| = |- a| et 'égalité |a| = || signifie soit a = b, soita = - b.

Remarque 2 : aprés avoir étudié le chapitre 3, on pourra vérifier que :
a-x|<bo|x-al<boa-b<x<a+b, etdonc en particulier,
x|<bo-bsx<bh
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2.3 LA DROITE REELLE ACHEVEE

Soit deux éléments, non réels, notés + oo (lire «plus I’infini») et — oo (lire
«moins I’infini»), tels que pour tout x réel on ait x < + oo et x > — oo, On
appelle droite réelle achevée I’ensemble R U { — oo, + o } tel que sur cet
ensemble les lois usuelles appliquées a R soient applicables avec les condi-
tions suivantes :

pour tout x € R
X+ (+o0)=(+0)+x=+00etx+ (—o00) =(—00) +x =00,
pour tout x € R*
|| X (+ 00) = (4 0) X | x| = + o0,

pour tout x € R

x x
== =0,
+ oo -]
pourtoutx € R* U { —co, + 00 }
x
— | =+ oo,
0

(+ ) + (+ 00) =+ 00, (= 00) + (= 00) = — 00, (+ 00) X (+ 00) =+ 00, (~ 1) X (+ 00) = — o0,
(= 1) X (=o0) = +eoo,

et oil les éléments suivants ne sont pas définis :

(+ 00) + (= ), 0 X o0,

8138

’ ?

0
0

(o signifiant soit + o 50it — o).

2.4 INTERVAI.I.ES DER

2.4.1 Définitions sur R

Soit a et b deux nombres réels tels que a < b; on définit les sous-
ensembles de R suivants :

intervalle fermé (ou segment) [a, bl ={x|xe R,a sx <b},

¢ intervalle ouvert la, bl={x|xe R,a <x <b},

intervalle semi-ouvert & gauche lo, bl ={x|xe Ra<x sb},

intervalle semi-ouvert a droite [a, bl={x|xe R,a<sx<b}.
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Remarque 1 : on dit que les intervalles ci-dessus sont d’extrémités a et b.

a+b . g
Remarque 2 : le nombre réel 5 est le centre d’un intervalle d’extrémités a

et b, et le nombre réel |b — a| est sa longueur.

Remarque 3 : on appelle intervalle ouvert non vide centré en x,, tout inter-
valle de la forme ]x, — k, x, + A[ ou h est un nombre réel strictement positif; on
a alors les équivalences suivantes :

x€ Ixg—h xg+h[ S xp—h<x<xy+h&|x—x| <h

242 Extension sur RU{ -, + )}
Soit a un nombre réel, on définit les sous-ensembles de R suivants :

¢ demi-droites fermées :
[a, + o[ = { x| x € R, x = a } appelé section finissante fermée ;
J-o0, al = { x| x € R, x < a } appelé section commengante fermée ;
« demi-droites ouvertes :
la, + o[ = { x| x € R, x > a } appelé section finissante ouverte;
J-o, a[={ x| x€ R, x < a } appelé section commengante ouverte.

Remarque : on peut donc écrire R = ] oo, + oo].

2.5 PUISSANCES D’UN NOMBRE REEL (EXPOSANTS ENTIERS)

2.5.1 Définitions et notations

a) Exposants entiers positifs ou nuls

Soitae Retpe N-{0,1};

la puissance p-iéme de o est le nombre, noté o (lire «o puissance p »), tel que

P =ggxax..xo;
NS

p facteurs

o est appelé la base et p 'exposant;

par convention : pour tout € R*ona ol=cet a®=1.
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b) Exposants entiers

Soitae R¥*etqe Z ona:

252 Regles de caleul

Soitooe R*,Be R*,pe Z,qe Z,ona:

oP
o x o9 = aP‘HI’ F = aP—q, ((xp)q = apq,

(o x By i g
o X =PxpPP et |~} = —.
pr=cexpr et (5 - 5
1 1
Exemples : 3*=3x3x3x3=81, 3*= — = — =~0012,25x22=2=32,

3* 81
(2P =20=64,(2x3P =22x32=4x9=36=(6?2=6x%6.

2.6 RACINE N-EME D’UN NOMBRE REEL
(EXPOSANTS FRACTIONNAIRES)

2.6.1 Racine n-ieme arithmétique

Soit « € R, et n € N*; o est appelé racine n-iéme du nombre réel positif a si
o = @, on note o = V/a et on a équivalence :

n o*=a avec ne N* ae R*, aeR*
0L=\/E®{oc=0 si a =0 avec n e N¥
Le symbole \/" est appelé le radical, le nombre a est appelé le radicande,
le nombre n est appelé I'indice (si n est pair on parle de racine paire, si # est
impair on parle de racine impaire, si n = 2 on parle de racine carrée et on
n’écrit pas I'indice 2 du radical, si n = 3 on parle de racine cubique).
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1
Remarque : on convient de poser V/a = a” et les régles de calcul utilisées
pour les exposants entiers restent applicables; ainsi, si p € N, on peut écrire :

V= @y =ar =la*) =¥l
Exemples :
/6= 167 =2 (car2* = 16), /2 = |x| (car (xf = (~x = £,
/32 =32
N7 = N/T9=3=27% = 27

|~

=2 (car 2’ = 32), NS = x,

=V/27 =V/3.

|~

26.2 Solutions, sur R, de I'équation x" = a
ouxc Retne N*

Si e = 0 I'équation x™ = 0 admet une seule solution x = 0;

sia #0

e 1°f cas : n pair,
sia > 0 Péquation admet deux solutions x; = V/a et x, = - Va,
si @ < 0 Péquation n’admet pas de solution;

e 2° cas : n impair,

si @ > 0 P'équation admet une solution x = V/a,

sia < 0 l'équation admet une solution x = - {/—a.

Exemples :
X =81 =x,=\/81=3 (car3*=81)etx,=—N/81 = -3 (car (- 3)* = 81),

x2 = — 1 n’a pas de solution car il n’y a pas de réel qui multiplié par lui-méme
donne un nombre négatif,

B=8=x=V8=2 (car2}=8),

P=—8ox=-V—-(-8=-V8=-2 (car(-2) =-8).
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2.7 I.A DISTRIBUTIV'ITf DE LA MULTIPLICATION PAR RAPPORT
A L'ADDITION. EGAI.ITéS REMARQUABLES

Dans R, l'opération multiplication est distributive par rapport & I'opération
addition :

quels que soient les réels a, b, c, on a :
alb+c)=ab+ac=(b+ca;

passer de a(b + ¢) a ab + ac, c’est développer une expression,

passer de ab + ac a a(b + ¢), c’est factoriser une expression.

Remarque : factorisation et développement permettent d’établir les égalités
remarquables suivantes (voir aussi les paragraphes 4.4.2 et 4.4.3) :
(@+b?=a’+2ab+b?% (a—b)?=a’-2ab + b, a’>—b*=(a+b)(a-Db);
(@a+b)y*=a’+3a%b +3ab* + b, (a-b)*=a®—3ab + 3ab® - b

A+ =(a+b)(@P-ab+ b, a®*~b= (a - b)(a? + ab + b?).

Exemples : voici deux exemples de développement suivis de trois exemples de fac-
torisation d’expressions o x, y, 7 sont des nombres réels :

o (3x—-2)(5x—4)=15x>—12x—10x + 8 = 15x2 - 22x + 8;

o (-2 x+yP=(x"-2x% + )2+ 2xy + %)
= x5+ 2%y + 2y - 25z — 4%y - 20227 + X2 + 2xy2 + Y22

e (3x—-2)(x+1)-3(6x—4)=(3x=2)(x+ 1)-6(3x-2)
=(3x-2)(x+1-6)=(3x-2)(x-5);

o X*=25= (2P (5P = (2 + 5)x2~5) = (2 + 5)x + VS)(x=\V5);

o (dx =3P —(FP-2x+1)=(4x-3P —(x- 1)
=((4x-3)+(x—1))((4x-3)—(x—1)) = (5x—4)(3x-2).
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kK] Résolution,
sur R, cl’équations
et d’inequations
a coefficients reels

Un nombre x, est solution d'une équation (resp. d’une inéquation) d’inconnue
x si, lorsque x = x,, ’égalité (resp. I'inégalité) présentée par I'équation (resp.
Iinéquation) est vraie. Déterminer I’ensemble des solutions c’est résoudre
Iéquation (resp. I'inéquation). Si elles existent, les solutions d'un systéme
d’équations ou d’inéquations a p inconnues sont des p- uplets.

Ce chapitre n’est pas exhaustif. Il présente, essentiellement a 1’aide -
d’exemples, les principales méthodes de résolution. (Au chapitre 5 sont expli-
quées des méthodes graphiques.)

Remarque : avant de résoudre une équation, une inéquation, ou un systéme
d’équations ou d’inéquations, il est nécessaire de s’assurer que cela est pos-
sible : quand les équations et inéquations proposées n’existent pas sur R, il
faut préciser leur domaine de définition (parties de R pour lesquelles elles ont
une signification).
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4
3.1 EQUATIONS DU PREMIER DEGRE (OU 'Y RAMENANT)

b
l Si a # 0, 'équation ax + b = 0 a pour solution unique : x = — —
a

3
Exemple 1 :2x+7=4&2x=4-7 & 2x = -3 et la solution est x = ——.
Exemple2: -2x+ 7=4 & - 2x =4 -7 & - 2x = - 3 et la solution est
-3 3
X=—=—.
-2 2

Exemple 3:3(x-7)=6(2x-5)=3x-21=12x-3030-21=12x-3x &

9 = 9x et la solution est x = 3 =1

1 3

Exemple 4: —— — =0.
P x-2 x+1
Cette équation n'est définie que sur R — [- 1, 2}, sur ce domaine Uéquation
1 3
peut s’écrire : soit = ox+1=3x-2)=2x=7,
x-2 x+1
L (x+1)-3(x-2 7-2x
sott( ) )—0 =0=7-2x=0,

=0&
x-2)(x+ 1 (x-2)(x+1)

7
et en définitive, l’équation a pour solution x = r3

3.2 INEquATIONS DU PREMIER DEGRE

b
Sia # 0, ax + b change de signe pour x = — —,
a
. b
sia>0,ax+b>0pourx >—- —,
a
b

sia<0,ax+b>0pourx <- —.
a

3
Exemple1:2x+7>44:>2x>—3@x>—?

3
I’ensemble des solutions est ]- 7 + o0 [
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-3 3
Exemple2:-2x+ 724 -2x=-3ox< — ox s;

3
U’ensemble des solutions est ]— o, ? J

Exemple 3 : (m — 1)x + (m - 3) = 0, o m est un paramétre, s'écrit
(m-1)x =(3—-m), donc :
3-m

e si(m—1) >0, c’est-a-dire si m > 1, les solutions seront telles que x = o ;

m—

3-m

e si(m—1) <0, c’est-a-dire si m < 1, les solutions seront telles que x < —1 ;
m —

*si(m—1) =0, c’est-a-dire si m = 1, il faudrait 0 = (3 — m), donc m = 3, ce qui
est impossible puisqu'onam = 1.

3.3 Svstimes pEQUATIONS LINEAIRES (OU S'Y RAMENANT)

3.3.1 Présentation de méthodes de résolution

Résolution du systeéme (S) 2x- y+2z= 2 (a)
de trois équations linéaires S x+10y-3z= 5 (b)
a trois inconnues, ci-contre : - x+ y+ z=-3 (o)

a) Méthode de substitution

On exprime les inconnues les unes en fonction des autres; il est, évidem-
ment, nécessaire d’utiliser toutes les équations.

Ainsi, par exemple : (¢) s’écrit x = y + z + 3 (d), alors (b) s’écrit

11
y+2z+3+10y—-3z=>5c’est-a-dire 11y — 2z =2 d’ol on tire z = 7= 1 (e),

11 13
alors, (d) s’écritx=y + 5y 1+3= Syt 2 (f); (f) et (e) permettent de

13 11
transformer (a) : 2 (—2— y+ 2) —-y+2 (7 y- 1) =2 c’est-a-dire

PBy+4-y+11ly-2=2
d’ou 23y = 0 donc y = 0, alors (f) donne x =2 et (¢) donne z =— 1.

En définitive, le triplet (2, 0, — 1) est la solution unique du systéme (S).
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b) Méthode des combinaisons linéaires

On élimine des inconnues en combinant les différentes équations : on addi-
tionne des équations apres les avoir multipliées par des nombres judicieuse-
ment choisis ; il est, évidemment, nécessaire d’utiliser toutes les équations.

Ainsi, par exemple : 10 X (a) + (b) conduit 4 21x + 17z =25 (o)
(b) - 10 x (c¢) conduit a 11x - 13z =35 (B)}
alors 13 x (o) + 17 x (B) donne

920
273x + 2212+ 187x-2212=325+595 © 460x =920 => x = 160 = 2;
par ailleurs, 11 x (ot) — 21 x () donne
—~ 460
231 x+ 1872 -231x+2732=275-735 < 460z =-460 = z = 460 =-1;

de méme : (a) -2 (b) conduita — 21y + 8z=-8 (Y)}
(b) +(c) conduita 1ly—2z=2(d)

alors, (y) + 4 x (8) donne — 21y + 8z +44y -82=-8+8 <= 23y=0=>y=0.
En définitive, le triplet (2, 0, — 1) est la solution unique du systeéme (S).

Remarque : il est possible de méler, dans la méme résolution d’un systeéme
d’équations, les méthodes de substitution et des combinaisons lin€aires. La
méthode du pivot de Gauss systématise cette pratique de mani¢re algorith-
mique.

¢) Méthode du pivot de Gauss

Par éliminations successives des inconnues, on réduit le systéme a un sys-
téme triangulaire qui peut &tre résolu facilement par substitution. L’équa-
tion utilisée pour éliminer une inconnue des autres équations est appelée
équation pivot; le coefficient de cette inconnue, dans I'équation pivot, est
appelé pivot de Péquation. Au cours d’'une résolution, la méme équation ne
doit pas étre choisie plusieurs fois pour équation pivot.

Ainsi, par exemple : x+10y-3z= 5 (b)
2x—- y+2z= 2 (a)
-x+ y+ z=-3 (o)

Si on choisit (b) pour équation pivot, le pivot est 1; on effectue les transforma-
tions :

2x(b)—(a)conduitd 20y+y—-6z-2z= 10-2¢< 2ly-8z= 8(d")
—1x(®)-(c)conduita—10y-y+3z— z=— 5+3-1ly+2z=-2(c)

Le systéme devient x +10y-3z= 5 (b
2ly-8z= 8 (a)
—1ly+2z=-2 (")
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Si on choisit (a”) pour équation pivot, le pivot est 21,

le systtme s’écrit {x+10y— 3z= 5 (b)
8 8 ”
y- 2—1 27 (@”)

-lly+ 2z=- 2 (¢)
On effectue la transformation :

88 88
— 11 x (@”) — (¢") conduit a 31 7—2z=- 1 +2 & 467 =-46 (c”); on

obtient alors le systéme triangulaire :

x+10y- 3z= 5 (b)

8 8 ,
y_2_1 7 (a”)
46z=-46 (")
d’oti on tire :
de (¢"), z= 6 _ 1, al
a partir e(c)z--—R—— , alors,
a partir de ("), y = Ez 8 E 8 =0, alors,

20°721 " 21 21
apartirde (b), x=-10y+3z+5=0-3+5=2,
En définitive, le triplet (2, 0, — 1) est la solution unique du systéme (S).

332 Quelques exemples

Exemple 1 : résolution des systemes

x—2y= 4 (a), x-2y= 4 (a), x—2y=4 (a)
(SI){3x—6y=12 (b), (SZ){Zx—4y=—4 (c), (3){x+ y=1 (d)

o Le systeme (S,) admet une infinité de solutions, en effet : (b) est 3 X (a); on a,
par exemple, x = 4 + 2y pour tout y de R.

o Le systéme (S,) n’admet pas de solution, en effet : 2 X (a) s’écrit 2x —4y = 8; or,
(c)s’écrit 2x — 4y = — 4.

o Le systéme (S3) admet le couple (2, — 1) pour solution unique, en effet : (d) — (a)
conduita3y=-3douy=—1alors (a) permetd’écrirex=4 +2y=4-2=2.

Nota : la résolution graphique des trois syst¢mes de ’exemple 1 est pré-
sentée au paragraphe 5.4.3 du chapitre 5.
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Exemple 2 : le systéme linéaire [3x— 5y=0 (a)
x+ 2y=0 (b)
est dit homogéne. La solution unique de ce systéme est le couple (0, 0); en effet :
5 5 1]
(a) donne x = 3y alors (b) s’écrit 3 + 2y = Odonc 3= Oetonabieny =20

donc x = 0.

Exemple 3 : le systéme

+

1
x
3
x

n’est pas un systéme linéaire et il n’existe que sur R* x R* (il faut & la fois x # 0 et
y # 0); sur ce domaine, on peut se ramener a la résolution d’un systéme linéaire en

1
posant les changements de variables X = — et Y = — , alors le systéme devient
X y

{ X+2Y= 5 (o) { 3X+6Y=15 (a)
3X+5Y=-2 (b) -3X-5Y= 2 (b)
et (a’') + (") conduit a Y = 17 valeur qu’on porte dans (a), il vient :
1

1 1
- — et = - = -,
ery Y

1
X=5-2Y=5-34=-29 ¢, Sfinitive, x = — =
et, en définitive, x X 29 17

le couple (— 29’ ﬁ) est unique solution du systéme proposé.

[ 4
3.4 EQUATIONS ET INEQUATIONS DU DEUXIEME DEGRE

Soit les nombres réels a, b, c avec a # 0, I’expression P(x) = ax® + bx + c est
appelée trindme du deuxiéme degré :

. b \? b*>-4dac
« saforme canonique estax’ + bx+c=al| x+ — | - ——=— |;
2a 4a

« son discriminant est A =% - 4ac;

b2 A _
Px)=0 (x + Z_a) =17 d’ou les résultats suivants :
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e 8i A <0 l'équation P(x) = 0 n’a pas de solution réelle;
le trindme n’est pas factorisable;
P(x) a le méme signe que a.

b
e siA=0 Déquation P(x) = 0 admet une solution : x; = — % appelée racine

double du trinéme;
P(x) = alx — x,)?; { b }

P(x) est du signe de @ pour tout x de R — 2 |
a

e siA> 0 léquation P(x) = 0 admet deux solutions distinctes : x; =

—b+\/1§
2a

A
et x,= ————— appelées racines simples du trinéme;

P(x) = alx — x;) (x —x5); et, sixy < x,,
P(x) est du signe de a pour tout x de 1— o, x,[ U Jxy, + o],
P(x) est du signe de (- a) pour tout x de ] x;, x,[.
b c
Deplusx; +x5=— — etxxg = —.
a a

Remarque : le calcul de A n’est évidemment pas obligatoire, en particulier si
le trindme est facilement factorisable.

Exemple 1 : P(x) = 3x> - 16;

P(x) =0 X2 161” tion admet 2 soluti 1 t ¢
x) = 0 © x* = — l’équation admet 2 solutions : x; = etx,=——~—;
N SIRVERRNRVE
3xP-16=3 i 4
—16=3(x——=||x+—1.
V'3 V3
4 4
P(x) > O pour tout xde |—oo, ——— —— s+ oo | (P(x) est du signe de 3),
g ] x/s[“]\/? [

4_[ (P(x) est du signe (- 3)).

4
V3V3
Exemple 2 : P(x) = 3x% + 16;
I’équation P(x) = 0 n’a pas de solution, on ne peut, en effet, trouver un nombre réel

x tel que 3x% = — 16 puisque 3x° est positif ou nul ;
P(x) > 0 (signe de 3) pour tout x de R.

P(x) < O pour tout x de ]

Exemple 3 : P(x) = — 3x* + 4x;

4
Px)=0x(-3x+4)=0= - 3x(x - §-> = 0, I’équation P(x) = 0 admet deux

4
solutions : x; =0 etx, = 3 N
4
P(x) <0 (signe de (— 3)) pour tout x de ]—oo , 0[ U ]3, + oo [,'
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4
P(x) > 0 (signe de — (— 3) = 3) pour tout x de]O, ?[

Exemple 4 : P(x) = 22— 7x+6;ontrouve A=49-48 = |, I’équation P(x) = 0
7+1 7-1 3

admet deux solutions : x; = ——=2etx, =——=—;

4 4 2

3
P(x) > 0 (signe de 2) pour tout x de ]—w Sl v ]2, +°°[

3
P(x) < 0 (signe de (- 2)) pour tout x de ] 2 2[.

Exemple 5 : résolution du systéme l xy=2 (a)
2x+3y=7 (b)
x = 0 n’étant pas solution de 1’équation (a), celle-ci peut s’écrire y = — (équation
x
qui n’est pas définie en 0);
22 -7x+6

2 6
pour'y = — Uéquation (b) devient2x + — =7 —————— =02 -7x+6=0
x x x

3 2 4
équation qui a pour solutions (voir exemple 4) : x; = 3 (alors y=—= 3) et
X

2
Xy =2 (alorsyz = x_= 1).
2

3 4
En définitive, le systeme admet les deux couples de solutions (2— 3—) et(2, 1)

x+4
Exemple 6 : détermination du signe de F(x) = 5 suivant les valeurs de x :

'y —
F(x) n'existe que si x appartient & R — {3}, sur ce domaine F(x) a le méme signe
que (x + 4) (2x — 6) qui est un trinéme factorisé de racines — 4 et 3 et dont le coeffi-
cient du terme de deuxiéme degré, (2), est positif; on en conclut donc :

F(x) > 0 (signe de 2) pour tout x de - oo, ~4[ , 3, + o],
F(x) < 0 (signe (-2)) pour tout x de |- 4, 3/,
F(x) = 0 pour x = —4.

3.5 SIGNE D'UNE EXPRESSION FACTORISEE

signe de chacun de ses facteurs et de rassembler les résultats dans un

l Pour trouver le signe d’une expression factorisée, il est commode d’étudier le
tableau.

3
2(x+ 1) (x—;) (£ +2)(3x-7)
Exemple : signe de E(x) =

x-2
il faut x # 2, E(x) n’est définie que sur R— {2}
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3 7
x — oo -1 —_— 2 —_— + 00
2 3
2% +2) + + + + +
x+1 - 0 + + + +
3
xX—-— - - 0 + + +
2
1
—_— - - - + +
x=-2
3x-7 - - - - (.) +
1
E(x) + (1) - ? + - (l) +

en définitive, sur R — {2},
3 7
Lol
2 3

7

3
E(x) < 0 pour tout x de }— 1, ~2[ ] 2, ?[

E(x) > 0 pour tout x de ]—oo, - [u:l
v

E-1)=0, E(—j) =0, E(%) =0.

Remarque 1 : si les expressions A(x) et B(x) sont définies :
A(X).B(x)=0< A(x) =0 ou B(x) =0.

Remarque 2 : la méthode présentée ci-dessus permet, en particulier, d’étudier
le signe d’un polyndme de degré supérieur 2 deux (voir 4.4).

L4
3.6 EQUATIONS ET INEQUATIONS CONTENANT UN RADICAL

Les équations et inéquations contenant un radical sont dites irrationnelles.
Pour les résoudre, on isole les radicaux et on cherche une formulation équi-
valente sans radical. Ainsi, par exemple,

pour A(x) = 0, \/ Alx) = B(x) & A(x) = (B(x))? avec B(x) = 0.

Il est trés important de considérer les domaines de définition avant chaque
phase de calcul.

Exemple 1 : résolution de I'équation (E) : \/x—-1-\/2x-6 = 0; \/x — 1 existe
si, et seulement si, x — 1 = 0 c’est-a-dire x = I, \/2x — 6 existe si, et seulement si,
2x — 6 = 0 c’est-a-dire x = 3, I'équation (E) ne peut avoir des solutions que dans

[3, + oo [; (E) =& \/x~1=7\/2x—6 donc, dans [3, + o[, (E) a la méme solution que

Péquation x — 1 = 2x — 6 = x = 5 et, en définitive, (E) a pour unique solution x = 5.
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Exemple 2 : résolution de I'équation (E) : \/ x> —x+3=3x-4;onax’*~x+3>0
(trinéme de discriminant négatif et de coefficient de terme de degré 2 positif); par
ailleurs, une racine carrée est un nombre positif ou nul, il faut donc 3x — 4 = 0.

4
L’équation (E) est définie sur [; + o0 [ (on peut noter que, puisque x> —x + 3 >0,

4 4
X = 3 ne sera pas solution). Dans [? + oo [ (E) a les mémes solutions que I’équa-

tionx’ —x+3=(3x-4 X% -x+3=92-24x+ 16 & 8 - 23x + 13 = 0 qui
a pour solutions dans R :

_23+\/113 23-\/113

X = =2letx, =
16 16
donc, en définitive, I’équation (E) a pour unique solution
23+\/113
16

4 4
=077, x, ¢ [—, +°°[etx, € [—,+°°[
3 3

X; =

Exemple 3 : résolution de I'équation (E) : \/x2 + 1 — xX2— 1 =0; I’équation (E)
est définie dans R,

E)oVi+1=P+leol+i=(F+Pord+i=5++3+1e

B3 +2@8 =0 +3%+2)=0
ot on a toujours x* + 332 + 2 # 0 (puisque x* + 3x* = 0), comme x? = 0 pour
x = 0, (E) a pour unique solution x = 0.

Exemple 4 : résolution de I’équation (E) : \/| x—1|=2; \/| x - 1| existe pour
tout x de R;

pourx>1|x-1|=x-L(E}jao\/x-1=2ox-1=4>x=5;
pourx<L|x-1|=l-x(E)e&\I-x=2c1-x=4=>x=-3;

pour x = 1 I’équation (E) n’est pas satisfaite car 0 # 2.

En définitive, (E) a pour solutions les nombres — 3 et 5.

Exemple 5 : résolution de I’inéquation (I) : —2x + 5 > \/x—2; (I) n’existe que si

5
x=2(lfaurx-2 =0)etsix <3 (il faut — 2 x + 5 > 0), le domaine de définition

5
de (I) est donc [2, —2[, sur ce domaine, (I) a les mémes solutions que !’'inéguation
(~2x+ 5P >x-242-20x+ 25 >x-2 42 - 21x+ 27 > 0.

9
Le trinbme 4x% — 21x + 27 a pour discriminant A = 9 et pour racines 3 et i 2,25;

9
on a 4x* — 21 x + 27 > 0 (signe de 4) pour tout x de ]—oo, -Z[ U ]3, +oo[ et, en

définitive, ’ensemble des solutions de I'inéquation (I) est [2, 7[ (car [2, 7[ est inclus
5

dans [2, — [ )
2
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Exemple 6 : résolution de I'inéquation (I) : x— 1 <\/x*-3x-4;

il faut x> — 3x —4 = 0 c’est-a-dire (x + 1) (x — 4) = 0, les solutions de (1) doivent
appartenira J- oo, — 1] U [4, + o [ et, sur ce domaine :

six—1 =<0, donc x < 1, U'inéquation (1) est vérifiée car on a toujours

V2-3x—4 =0,
six—1 >0, donc x > 1, 'inéquation (1) a les mémes solutions que
(x-1P<sx*--4o-x+]1<sP-3x-4ox<-5

ce qui est impossible puisqu’on est dans le cas o x > 1.
En définitive, I’ensemble des solutions de ’inéquation (I) est J- oo, — 1].
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1 Généralités
sur les
fonctions réelles

de la

variable réelle

4

4., Dirnmons

4.1.1 Présentation des fonctions. Domaine de définition

une correspondance entre E et F qui & tout élément x de E associe au plus un

Soit deux ensembles E et F; une fonction f de E dans F (ou de E vers F) est
élément y de F.
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Si y est I’élément unique de F E F

associé a un élément x de E par
la fonction f on le note f(x) (lire O\\
«f de x»); x est alors appelé o\\.’x
la variable (ou I’argument) et af o /,>X f(2f)
y = f(x) est appelé I'image de x O//"X
par f (ou la valeur de f au point x). o1 / X
0] X
o X
o) X
o

L’ensemble des x de E qui ont une image par f est I’ensemble de définition de
la fonction f. On le note souvent &f.

On dit que f est définie sur @f. L’ensemble des images se note alors f(%f),
il est défini par :

f@NH={yly=flx)xe Bf} (onaf@f)CTF)

Notation : pour connaitre une fonction f il faut préciser son ensemble E de
départ, son ensemble F d’arrivée et la régle de correspondance, on note :

f:E—>F
x > f(x)

Remarque 1 : il convient d’éviter I’abus de langage qui consiste a dire «la
fonction f(x)»; f désigne la fonction alors que f(x) est un €élément de
I’ensemble d’arrivée.

Remarque 2 : la premiére recherche 2 effectuer quand on considére une fonc-
tion est la détermination de son domaine de définition. Il arrive qu’un procédé
permettant de définir une fonction soit donné et que ne soit pas précisé le
domaine de définition ; dans ce cas, il faut prendre pour domaine de définition
’ensemble le plus étendu sur lequel le procédé est applicable (voir 4.1.2).

Remarque 3 : on appelle application f de ’ensemble E dans I’ensemble F une
fonction f de E dans F dont le domaine de définition est égal a E; tout élément
de E admet une, et une seule, image par f.

4.1.2 Definition des fonctions réelles de la variable réelle

En reprenant les notations du paragraphe précédent :
si F = R, fest appelée fonction réelle (ou fonction numérique);

si E = F = R, f est appelée fonction réelle de la variable réelle (ou fonction
numérique de la variable réelle).
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Sauf précision contraire, les fonctions présentées dans ce livre sont des
fonctions réelles de la variable réelle. Dans la notation f:R—> R il sera
x B f(x)
donc souvent suffisant de ne conserver que f: x - f(x). On se contentera par-
fois d’écrire «soit la fonction f telle que y = f(x)» ou «soit une fonction >
étant convenu que les ensembles de départ et d’arrivée de f sont des sous-
ensembles de R.

Exemples 1 :

s la fonction f : x > X3 fait correspondre & tout nombre réel sa puissance 3 (son

cube), Gf = Ret f(Df) = R;

* la fonction g : x > x? + 1 fait correspondre & tout nombre réel sa puissance 2
(son carré) a laquelle on ajoute le nombre 1, Dg = Ret g(Pg) = [1, + oof ;

* la fonction h : x > \/x fait correspondre & tout nombre réel positif sa racine
carrée, Dh=R, eth(Ph) = R, .

Exemples 2 : domaine de définition des fonctions | & h suivantes :

x+1 x+ 1 x+ 1
x_z,g.'me,h:xl—) x—2;
» pour f, il faut x # 2 donc Gf = J— oo, 2[ U]2, + oof ;

o pourg, il faut x =0 et \/x # 2 (c’est-a-dire x # 4) donc Dg = [0, 4[ U]4, + oof ;

o pourh, ilfautx—2 #0et(x+ 1)(x—-2) =0 donc Dh = ]—oo0, — 1] UJ2, + oof.

frxb

4.1.3 Egalité de deux fonctions

Soit deux fonctions f et g; on a I'équivalence suivante :

fet g ont le méme domaine de définition @
f= et, pour tout x de @, f(x) = g(x).

4.1.4 Restriction d’une fonction et prolongement d’une fonction

Soit f une fonction de E dans F et A une partie de E; on appelle restriction de
fa A la fonction g de A dans F définie, pour tout x de A, par g(x) = f(x); f est
appelée prolongement de g.

Remarque 1 : on note parfois g par I’écriture (f| A).

Remarque 2 : la connaissance de f et de A détermine parfaitement la restric-
tion g; par contre, g étant connue, un prolongement de g a ses valeurs bien
déterminées, si elles existent, pour tout x de A et des valeurs arbitraires pour
les élements x de E — A.
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4., CompoSITION DE DEUX FONCTIONS

Soit E et F deux intervalles, soit f une fonction définie sur E & valeurs dans F
(Cest-a-dire que pour tout x € E on a f(x) € F) et soit g une fonction définie
sur F; on appelle fonction composée de g et de f la fonction, notée
g o f (lire «g rond f>), définie sur E par (g o ) (x) = g(f(x)).

Remarque 1 : la composition de deux fonctions nécessite de considérer atten-
tivement les domaines de définition. La fonction g o f n’est définie que si
I’ensemble d’arrivée de f est inclus dans ’ensemble de définition de g.

Remarque 2 : en général g o f # f o g et il est fréquent que 'une des deux
fonctions, g O fou f O g, soit définie et pas I"autre.

Remarque 3 : sous réserve que les fonctions f, g, b, ho g, (h0 g) O f soient
définies,ona:(hog)of=ho(gof).

Exemple 1 : soit les fonctions f
frxmfix)=1-xPetg:x>Vx;ilest x —— y=1-2
commode de poser y = f(x) = 1 — i et

z = g(y) = \/y avec y = 0, pour f définie

sur [- 1, + 1] et g définie sur R, g

on définit sur [- 1, + 1] la fonction gof

(80f) : x> (g Of)x) = g(f(x) = VI =x;

alors que f peut étre définie sur R, il a fallu

réduire son domaine de définition a [- 1, + 1] z=Vy
pour définir g O f carpourx e [- 1, + 1]ona =Vi_
f(x) = Odonc f(x) e R, = Dg (f(R) = Rn’est

pas inclus dans R, alors que f([- 1, +1]) = R.).

Exemple 2 : formation et comparaison de fO g et de g O f quand f : x > X2 +2et

1
g:xH 7 ; fest définie sur R et g est définie sur R—{ 2 }.
x —

1
p on aura 7 = —,; pour f définie sur

Sionposey=f(x)=x*+2etz=g(y) =
y— x

1
R* et g définie sur R— {2}, onagof: x> "] définie sur R*.

1
etz=f(y)=y2+20nauraz=——5+2;p0urg

S' = =
i on pose y = g(x) 2 - 2)

définie sur R—{ 2 ] et f définie sur R, onafog: x> ( + 2 définie sur R—(2}.

x—2)
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On peut constater que fO g # g Of.

8

gof fog

ro L _ 1
y=-2 i

4., Opémlons DANS L'ENSEMBLE DES FONCTIONS REELLES
DE LA VARIABLE REELLE

Soit les fonctions f et g définies respectivement sur les ensembles Df et Dg
tels que Bf N Dg # J; il est commode d’introduire les notations suivantes :

* somme : f + g définie sur Bf N Dg telle que (f + g) (x) = f(x) + g(x),

» produit : f. g définie sur Bf N Dg telle que (f X g) (x) = f(x) X g(x), (en par-
ticulier, si @ est un nombre réel (af) est une fonction définie sur 3f telle que

(af)(x) = af(x)).
f flx)

Remarque : le domaine de définition de la fonction = : x > 00 n’est pas
8 8
toujours Bf N Pg puisque pour tout nombre x, de Bf N Dg tel que g(xp)=01la

fonction i n’est pas définie.
8

4.5 PriseNTATION DES FONCTIONS POLYNOMES
ET DES FONCTIONS RATIONNELLES

4.1 Deéfinitions

x> e,x"oua, € Retme N;a, est appelé le coefficient du monéme. Par

On appelle fonction monéme toute fonction définie sur R de la forme
commodité, il est courant d’appeler a,,x™ monéme de degré m si a, + 0.
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On appelle fonction polynéme toute fonction égale & une somme de fonctions
mondmes. Le degré d’'une fonction polynome est le degré de son monéme de
plus haut degré dont le coefficient est non nul; on note :

n
xo Px)=a,x" +a,_ (¥ 1+..+tax+ag= T a,x™
m=0
Par commodité, il est courant d’appeler P(x) polyndme; si a, # 0, le degré du
polynéme précédent est n (on note deg (P) = n).
Les réels a,, a,_;, ---, @y, @ sont les coefficients du polynome.
Un polyndme est nul si, et seulement si, tous ses coefficients sont nuls.

On appelle fonction rationnelle toute fonction égale au quotient de deux fonc-
tions polyndémes.

Exemple 1 : la fonction P définie sur R par P(x) = 4x° + 6x* + 4x* + 5x + 2
est une fonction polyndéme de degré 5; 4x° est son terme de degré 5 (terme de
plus haut degré), 6x* est son terme de degré 4, ..., 2 est son terme de degré zéro
(ou terme constant); les réels 4, 6, 0, 4, 5, 2 sont les coefficients de P.

Exemple 2 : la fonction f définie sur R — { 3 ] par f(x) = x = 2 + est

une fonction rationnelle car, en réduisant au méme dénominateur, il vient :

P#-5x+10
f(x) = 3 (quotient de polynémes).
x p—

4.4.2 Factorisation d’'un polynome

a) Division euclidienne

Quels que soient les polynémes A et B, avec B # 0, il existe un unique
couple de polynémes (Q, R) tels que A(x) = Blx) x @Q(x)} + R(x) ou, soit
deg (R) < deg (B), soit R(x) = 0.

Q et R peuvent étre déterminés en effectuant la division euclidienne de A
par B. On dit qu’on divise A par B suivant les puissances décroissantes. Q est
appelé le quotient et R le reste de la division de A par B.

Exemple : dans I’exemple 2 du paragraphe 4.4.1 :
A(x)=x>-5x+ 10, B(x)=x-3, Q(x)=x-2, R(x) =4.
b) Divisibilité par (x — a)

Un polynéme P est divisible (ou factorisable) par (x — a) s’il existe un poly-
néme @ tel que P(x) = (x — a) Q(x).

P est divisible par (x — a) si, et seulement si, P(a) = 0; on dit alors que a est
un zéro (ou une racine) du polynéme P.
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Pour déterminer Q on peut utiliser la division euclidienne ou effectuer une
identification.

Exemple 1 : soit P(x) = 2x° — x> — 7x + 6, puisque P(- 2) = 0, P(x) est divisible
(factorisable) par (x + 2) et on peut écrire P(x) =(x + 2)O(x).
o Détermination de Q(x) par division euclidienne :

le principe consiste a utiliser une disposition analogue a celle de la division des

nombres et a obtenir des restes successifs en considérant les termes de plus haut
degré comme l'indique le calcul ci-dessous :

Px)=2-x-7x+6 x+2
23%(x 4+ 2) = 25 + 442 22— 5x+ 3= 0Q(x)
Px)~2x%x+2)= —-52-7x+6
-5x(x+2)= -52—10x
(=532 ~7x+6)— (- Sx(x + 2)) = 3x+6
x+2)= 3x+6
(3x+6)-3(x+2)= 0

» Détermination de Q(x) par identification :
le polyndme Q est de la forme Q(x) = ax? + bx + ¢ donc

P(x)=(x+2)(ax* + bx + ¢) = ax® + bx® + cx + 2ax2 + 2bx + 2¢
=x(a) + X*(2a + b) + x(2b + ¢) + 2c,

égalité qui implique le systéme d’équations linéaires ( a = 2

2a+b=-1]
2b+c=-7
2c=6

d’out on titre aisémenta =2, b= -5, c = 3 et donc Q(x) = 2x° — 5x + 3.

Remarque 1 : dans ’exemple ci-dessus Q(1) = 0 permet de trouver la relation
O0) = (x - 1)(2x - 3) = 2(x - 1) (x — 3/2) et, en définitive, puisque P(-2) =0,
P(1) =0 et P(3/2)=0, on peut écrire P(x) = 2(x - 1) (x — 3/2) (x + 2).
Remarque 2 : un polyndme P de degré n admet au plus 7 racines distinctes
dans ce cas on peut écrire : P(x) = o.(x — X)(x —Xx) ... (x — x,) oll & est un
nombre réel non nul et ol x;, x,, ..., x, sont les n racines du polynéme P.

Remarque 3 : soit ¢ un nombre réel et n un nombre entier naturel, le poly-
ndme x" — g" est factorisable par (x —a) etona:

X—ad"=(x-a) (" + a3 @+ L+ 520" b xa 2+ g,
Exemple 2 : x’ - a’ = (x-a)(x° + Xa + x*a® + X’ + X2a* + xd® + df).
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4.4.3 Laformule du binome de Newton

Soit a et b deux nombres réels et n un nombre entier naturel, un raisonne
ment par récurrence permet de démontrer la formule suivante :

| @+br=Cl"+Cla"1b+Clam 262 + ... + CLa"PbP + .. + CTb"

Exemple : (a + b = d + 7d% + 21a°V? + 35a°0° + 354°b* + 2100 + 7ab® + b’
7X6%XS5

7%x6
carC9=C}=1,CL=C=7C=C=-—-=21,C=C}= —— =35
I1x2 Ix2x3
Remarque 1 : soient p et n deux nombres entiers tels que 0 < p < n,
n! _n(n-—l)(n—2)...(n—p+1)
plin-p)!  1x2x3..(p-Dxp
est le nombre de combinaisons sans répétition de n éléments pris p a p, ¢’est-a-
dire, le nombre de parties a p éléments d’un ensemble a n éléments.

ce=

Remarque 2 : soit n un nombre entier naturel, on appelle factorielle n le
nombre, noté n !, défini par :

0!'=1 et,pour n=1, n!=(n-1!n

Onadonc:0!=1,1"!=1etle produit des n premiers entiers strictement
positifs s’écritn ! =n(n-1)(n-2) ... 3x2x L.
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H Comportement
global
d’une fonction
et représentation
graphique

—o

5.1 Reprisentanon GRAPHIQUE DANS UN REPERE CARTESIEN

5.1.1 Repeéres et coordonnées dans le plan

2 2 « . .
Tout couple (i, j) de vecteurs non nuls et non colinéaires constitue une
base du plan vectoriel.

Soit O un point du plan et (Z f) une base de 'ensemble des vecteurs du
plan; le triplet (O, i 7) est un repére cartésien du plan, le point O est Iori-
gine de ce repére. Alors, , pour ¢ tout point M du plan il existe un couple (x, y)
de réels tels que OM = xl +y j, et pour tout couple (x, y) de réels il existe un
unique point M tel que OM=xi+ y _]

Le couple (x, y) lié au pomt M par OM = xi + y _] est le couple des coor-

données de M dans (O, 7 J). On note M (x, y); x est I’abscisse du point M et
y son ordonnée.
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Soit (Ox) la droite de repere
©, 7) et soit (Oy) la droite de
repére (O, j); si H est le projeté
de M sur (Ox) parallelement 2 Koy M)
(Oy) et si K est le projeté de M
sur (Qy) parallélement a_()Ox) on

H(x 0), K(O y) OH—xl
OK yj et OM = OH + OK; la J
droite (Ox) est appelée axe des
abscisses, la droite (Oy) est appe-
lée axe des ordonnées.

Q
\‘
-
=
=
e
~ ¥

Quand les axes des abscisses et des ordonnées sont perpendiculaires le
repeére (O, Z 7) est dit orthogonal (les vecteurs Tet 7 sont orthogonaux); si,
de plus, les vecteurs Tet 7 sont normés (|| ?II = | 7”) = 1) le repére est dit
orthonormé (ou orthonormal).

Soit f une fonction définie sur un domaine %f et (O, ?, 7) un repére
cartésien du plan; quand x décrit 9f, I’ensemble des points du plan de
coordonnées (x, f(x)) est la représentation graphique de f dans ce plan. On dit
que la courbe, souvent notée (Cf), ainsi obtenue est la courbe représentative

- . L, .
de f sur @f dans le repére (O, i, j); cette courbe a pour équation cartésienne

y = f(x) dans (O, ? 7) (par commodité, on dit : «la courbe (Cf) d’équation
y=f(x)»).

5.1.2 Compléments a propos des vecteurs

Soit (O, ?, 7) un repére du plan vectoriel et M (x, y) et N(x’, y) deux points
.o 37 2 AN - =,
du plan; si ¥ = OM et v = ON on peut noter u (x, y) et v(x’, y') et on a les
résultats suivants :

eu=0x=0 et y=0;
eu=vex=xX e y=y;
e W +V apourcoordonnées (x+x’, y+));

o siAe R, Au apourcoordonnées (Ax, Ay).
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5.2 VARIATIONS D'UNE FONCTION.
TAUX D’ACCROISSEMENT, MONOTONIE

Soit f une fonction définie sur @ C R et soit x, et x, deux points distincts
de D :

On appelle taux d’accroissement (ou taux de variation) de la fonction f entre
fx) — f(xy) _ flay) = flxey)

Xg— X Xy — Xy

x; et x,, le nombre

Soit 7 le taux d’accroissement de f entre deux nombres quelconques dis-
tincts d’un intervalle I C 9 (évidemment / # & et I n’est pas réduit 4 un seul
nombre) :

* fest croissante sur I (resp. strictement croissante sur I) si, et seulement si,
t = 0 (resp. t > 0);

o fest décroissante sur I (resp. strictement décroissante sur I) si, et seule-
ment si, £ < 0 (resp. ¢t < 0);

¢ fest constante sur I si, et seulement si, ¢ = 0.
Quand on subdivise & en intervalles ou la fonction f est croissante, décrois-

sante ou constante, on dit qu’on étudie les variations de f sur @ (ou qu’on
détermine le sens de variation de f sur 9).

Une fonction est strictement monotone sur un intervalle si elle est soit stric-
tement croissante, soit strictement décroissante sur cet intervalle.

Une fonction est monotone sur un intervalle si elle est soit croissante, soit
décroissante, soit constante sur cet intervalle.

—_— : 5 i
: ; - : / :
e i s | L i
H : L] ' Y :
o 7 0 P 0 P
I 1 1
[ constante sur / [strictement fcroissante sur /

croissante sur /
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5.3 EXT REMUMS. FONC'I' IONS BORNEES

Soit f une fonction définie sur @ C R et x, un point de @ ;

¢ fadmet un maximum absolu, égal a f(x;), sur & en x, si, pour tout x de &,
on a f(x) < f(x,);

¢ fadmet un minimum absolu, égal a f(x;), sur D en x, si, pour tout x de &,

on a f(x) = f(x,).
Remarque 1 : les maximums et les minimums sont appelés des extremums.

Remarque 2 : s’il existe un nombre réel positif o tel que Jxy— o, x5+ [ C D
et que les résultats ci-dessus ne sont établis que pour tout x de ]x, — o, x5 + O
(«x voisin de x»), on parle d’extremum relatif ou d’extrernum local (les
extremums locaux sont souvent simplement appelés extremums).

Remarque 3 : dans les conditions de la remarque 2, si x; est une extrémité
de D etsi[xy, xp+ al C D, ousi Jxy — o, x5] C D, f(x,) est aussi un extre-
mum local ; le point (x,, f(xy)) est appelé point d’arrét de la courbe représenta-
tive de f.

o fest dite majorée sur @ lorsqu’il existe un nombre réel M tel que f(x) < M
pour tout x de &;

o fest dite minorée sur @ lorsqu’il existe un nombre réel m tel que f(x) = m
pour tout x de 9 ;

¢ une fonction a la fois majorée et minorée sur & est dite bornée sur 9.

Exemple : on considére la A
représentation graphique ci- M
contre d’une fonction f défi-
nie sur un intervalle I=[a, hj;
f admet un minimum absolu
en a, un maximum relatif en
b, un minimum relatif en c,
un maximum absolu en d, un
minimum relatif en e, un
maximum relatif en h; sur I,
les points (a, f(a)) et (h, f(h))
sont des points d’arrét de la
courbe représentative de f;
la fonction f est bornée sur I,
puisqu’on a f(x) < f(d) et
f(x) = f(a) pour tout x de . I

v

Q |= 3
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5.4 FoNCTIONS DONT LES COURBES REPRESENTATIVES
SONT DES DROITES

Dans tout le paragraphe §;4,_)on consideére ’ensemble des points du plan
muni du repere cartésien (O, i, j).

L’ensemble des points de coordonnées (x, y) est une droite si, et seulement
si, leurs coordonnées sont liées par une relation de la forme ox + By + Y= 0 ou
o, B et y sont des nombres réels tels que o et B ne sont pas simultanément nuls.
La relation ox + By + y = 0 est une équation cartésienne d’une droite de vec-
teur directeur u (- B, o).

5.4.1 Droites représentatives des équations y = cet x = d

Soit deux nombres réels c et d : y ?
x=d

e la courbe d’équation y = ¢ est une
droite parallele a l'axe des abs-
cisses, cette droite passe par le 4 y=c

point (0, ¢);

e la courbe d’équation x = d est 4
une droite paralléle a I'axe des
ordonnées, cette droite passe par
le point (d, 0). o

~1d

Remarque : ’axe des abscisses a pour équation y = 0 et I’axe des ordonnées a
4 Yy
pour équation x = 0.

5.4.2 La fonction affine x > ax + b et la fonction linéaire x - ax

Etant donné deux nombres réels a et b, la fonction f de R dans R telle que
f(x) = ax + b est appelée fonction numérique du premier degré; si b # 0 la
fonction est dite affine, si & = 0 la fonction est dite linéaire. Sa courbe repré-
sentative est une droite de vecteur directeur (1, a); cette droite passe par le
point (0, b).

a est appelé coefficient directeur de la droite, c’est le taux d’accrmssement

-
constant de la fonction affine ou de la fonction linéaire ; si le repére (O, i, j)
est orthonormé a est appelé pente de la droite ;

b est I’ordonnée a I’origine de la droite.
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Remarque 1 : les droites d’équation y = ax et y = ax + b sont paralleles.

Remarque 2 : pour construire la droite d’équation y = ax + b on peut, par
b

exemple, joindre les points (0, b) et (— —, O) (1a droite d’équation y = ax passe
a

par le point (0, 0)).

Remarque 3 : soit (A) la droite représentative d’une fonction linéaire d’équa-
tion y = ax dans un repére orthogonal; «plus la| est grand» plus (A) est
«proche» de I’axe des ordonnées, «plus |a| est petit» plus (A) est «proche »
de I’axe des abscisses; si a > 0, (A) se situe dans le premier et le troisiéme
quadrant (fonction croissante sur R); si a < 0, (A) se situe dans le deuxiéme et
le quatrieme quadrant (fonction décroissante sur R).

v 4 a>0 a<o0
A)
rnd er e
J 1" quadrant 2° quadrant
o i i X
3¢ quadrant 4° quadrant

54.3 Applications géométriques
a) Résolution graphique d’un systéeme de deux équations linéaires
a deux inconnues

ox +By +7y=0 (a)

Soit le systéme linéaire (S) : { ox + By +7=0 ()

(a) est I’équation de la droite (D,) et (b) est celle de la droite (D,);

¢ si (D) et (Dy) sont paralléles, le systéme (S) n’a aucune solution;

e si (D,) et (Dy) sont confondues, le systéme (S) a une infinité de solutions;

e si (D;) et (D,) sont sécantes en My(x,, ¥p), (on a aff’ — o'f # 0) le couple
(xg, ¥o) est la solution unique du systéme (S).

Exemple : on construit les droites :

(D,) d’équation x-2y=4;

(D,) d’équation 2x —4y = - 4;

(D;) d’équation 3x — 6y = 12;

(D) d’équation x+ y=1;
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« (D;) et (D;) passent par les points (4, 0) et (0, — 2) et sont confondues, le

S x-2y=4 J infinité de solutions -
systeme 3x—6y= 12 admet une lnﬁmte e solutions;

(Dy)

(Dl) etW

» (D,) passe par les points (- 2, 0) et (0, 1), elle est paralléle a (D) ((D,) et (D,)
lioles & la droite d'équation y = — ), le systemd | Z 72 = *
sont paralléles a la droite d’équation y = P x|, le system 2n—dy=—4

n’admet pas de solution;
s (D) passe par les points (1, 0} et (0, 1), (D;) et (D,) sont sécantes au point

x=2
-1

x p—
(2, - 1), le systéme {x admet pour solution unique

+ y=1

b) Résolution graphique d’inéquations

Une droite d’équation ox + By + y = O partage le plan en deux demi-plans
ouverts : un demi-plan ensemble des points de coordonnées (x, y) tels que
ox + By + ¥ > 0 et un demi-plan ensemble des points de coordonnées (x, y)
tels que ox + By + vy < 0. Ce partage du plan permet de résoudre graphique-
ment les inéquations linéaires d’'inconnues (x, y).

Exemple 1 : la droite (D,) d’équation x — 2y = 4 partage le plan en deux
demi-plans; pour résoudre graphiquement l'inéquation x — 2y < 4 on pose
h(x, y) = x — 2y — 4; tout point M(x, y) tel que h(x, y) < 0 est solution de ’inéqua-
tion proposée, or h(0, 0) = — 4 donc h(0, 0) < 0; le point (0, 0) appartient au
demi-plan des solutions de I’inéquation (demi-plan non hachuré du graphique de
U'exemple du paragraphe 5.4.3, a).

Exemple 2 : en wiilisant la méthode employée dans 'exemple précédent, on
construit le graphique ci-dessous qui présente, dans sa partie hachurée, I’ensemble
des solutions du systéme d’inéquations suivant :
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Ay

ES
(=]

(As)

35

@) (43)

0 / 30 60 x
I | bl
25 1 N
\(Az) %

3x + 4y < 160 ((A,) est la droite d'équation 3x + 4y = 160)
6x + 3y < 180 ((A,) est la droite d'équation 6x + 3y = 180)
x+ y< 60 ((A;z) est la droite d'équation x + y= 060)
0<x< 25 ((Ay) est la droite d'équation x= 25)
0<y< 35 ((As) est la droite d'équation y= 35)

5;s CHANGEMENT DE REPERE
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Soit O et M deux points du plan, (C) une courbe et P un point de (C), on
suppose que :

« dans le repere (O, 7) 7) la courbe (C) a pour équation y = f(x), le point M a
pour coordonnées (x,, y,), le point P a pour coordonnées (x, y);

» dans le repére (M, ?, 7) la courbe (C) a pour équation Y = g(X), le point P a
pour coordonnées (X, Y),ona:

OP=0M +MP S (x, y) = (x5, yo) + (X, Y)
doux=xy+Xety=y,+Yet
y=fx) Sy +Y=f(x+X)
et en définitive
Y =g(X) =f(xo + X) -y,

Exemple : voir l'exemple du paragraphe 5.6.2.

5. Pari e syméme

5.6.1 Fonction paire, fonction impaire

Soit f une fonction définie sur une partie @ de R
¢ fest dite paire si, et seulement si, pour tout x de %, on a :
—xe Detfl-x)=Ffkx);

¢ fest dite impaire si, et seulement si, pour tout x de &, on a :

-x€ Detfl-x)=—f(x).

Exemples :
o les fonctions x +> x? et x > |x| sont paires sur R;

X 4+x
X+1

« la fonction x = x> + x? n'est ni paire ni impaire sur R.

o les fonctions x v+ x> et x sont impaires sur R;

Remarque 1 : une partie non vide E de R est dite centrée a l'origine (ou symé-
trique par rapport a zéro) si pour tout x de E le nombre (- x) appartient i E.

Remarque 2 : si une, fonction est paire, sa courbe représentative dans un
repere orthogonal (O, i, j) est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées.

Si une fOl‘lCthﬂ est impaire, sa courbe représentative dans un repére quel-
conque (O, z j) est symétrique par rapport a O.
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Dans ces deux cas, on peut donc limiter 'étude de la fonction a I'ensemble des
réels positifs de son domaine de définition.

5.6.2 Axe de symétrie et centre de symétrie

S_())it_) une fonction f définie sur une partic @ de R et soit, dans un repére
(O, i, j),un point M (x,, y,) et la courbe (C) représentative de f;

e pour montrer que (C) admet la droite d'équation x = x, pour axe de symé-
trie, dans le cas ou (O, z 7) est orthogonal, il suffit d'écrire 1'équation de
(C) dans le repére (M, Z 7) et de montrer que cette nouvelle équation défi-
nit une fonction paire;

e pour montrer que (C) admet le point M pour centre de symétrie, dans le
2> 2

cas ot (0, i, j) est quelconque, il suffit d'écrire 1'équation de (C) dans le
- -

repére (M, i, j) et de montrer que cette nouvelle équation définit une fonc-

tion impaire.

Remarque : on peut, ainsi, établir les résultats suivants pour tout x de & tel
que (a — x) appartient 2 9 :

» f(a - x) = f(x) signifie que (C) admet la droite d'équation x = % pour axe de
symétrie ;

e f(a — x) = b - f(x) signifie que (C) admet le point (%, g) pour centre de
symétrie.

- >
Exemple : en reprenant les notations ci-dessus, si, dans (O, i, j ), (C) a pour

TYA y

X
équation f(x) = — ;
x+1

(8]
2
M X>
14
oY | —»
-1 1 X
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D =R- _( 3 1 }, (C) admet le point M(- 1, 2) pour centre de symétrie. En effet,

dans (M, i, j), (C) a pour équation Y = g(X) avecx =—1+Xety=2+ Y, donc :
y=flx)eY+2=f(X-1)

2(X-1) p 2X-2-2X 2

x-+1 = X X

et Y=gX)=f(X-1)-2=

2
onabien g(-X) = - —— = — = —g(X), g est une fonction impaire.
g—X) XX g(X) g fe p

57 Foncrions PERIODIQUES

Soit f une fonction définie sur % C R; on dit que f est périodique si, et seule-
ment si, il existe un nombre réel T non nul tel que, pour toutx € & :

o dunepart(x+T)e Det(x—T)e D,
e d'une part f(x + T') = f(x).

Le nombre T est une période de f; le plus petit élément positif de 1'en-

semble des périodes de fest alors appelé la période de f.

Pour étudier une fonction périodique f de période 7, il suffit d'étudier f sur

un intervalle de longueur T. En effet, la courbe représentative de f, dans un
repére (O, i, j), est invariante par les translations de vecteur AT i ol A est un
entier relatif quelconque.

Exemple : on appelle fonction caractéristique d'un sous-ensemble E de R la fonc-
tion [ définie par :

xeE=fe(x)=1 et xe R-E= fi(x)=0;

il est aisé de vérifier que, si E = Z, la fonction caractéristique de l'ensemble Z des
entiers relatifs a pour période 1.
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[A Limite
et continuite
des fonctions
reelles de la
variable reelle

—

6.1 I.IMITE ET CONTINUITE EN UN POINT

6.1.1  Approche intuitive, Définitions, Théorémes fondamentaux
a) Limite en un point (approche intuitive)

Soit une fonction f définie sur un intervalle I de R, sauf, peut-étre, au
point x, de I; si «quand x, tout en restant dans I, se rapproche de xg, f(x) se
rapproche du nombre /» on dit que [ est la limite de f quand x tend vers X, et
onnote lim f(x)=1(ouf(x) > quand x — x,).

xoxg

Remarque 1 : «x se rapproche de x,» signifie que «|x — x| devient (infini-
ment) petit» ; plus «x est proche de x;», plus la longueur de I’intervalle [x, xo]
(ou [x, x]) est petite, «proche de zéro» (tend vers zéro).

Remarque 2 : x — x; se lit «x tend vers x;».
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b) Unicité de la limite

] Silalimite présentée ci-dessus existe, elle est unique.

¢) Continuité en un point

Une fonction f est continue en un point x, si, et seulement si, f est définie en
xpet Lim flx) = flxy).
X%

6.1.2 Extension des définitions
a) Limite a droite et limite & gauche en un point x,

Quand x tend vers x; :

e si «x se rapproche de xy» par valeurs décroissantes on note x — Xxj
(ou x = xp avec x > xp);

« si «x se rapproche de x,» par valeurs croissantes on note x — xg (ou x — X
avec x < x;).

Une fonction f peut donc admettre une limite & droite (resp. a gauche) en un

point x,, notée hm f®) ou lim f(x) (resp. hm fx)ou lim f(x)).
P Pt

b) Continuité a droite et continuité a gauche en un point x,

Une fonction f est continue a droite (resp. & gauche) en x si, et seulement si,
f est définie en xy et lim f(x) = f(x,) (resp. lim f(x) = flxp).
XX xXxg

Remarque : une fonction f, définie sur ]x, — h, x, + h[ ol h est un
nombre réel strictement positif, est continue en x, si, et seulement si,

fxp) = 11m f(x) = lim f(x).

X—Xxg
¢) Extension pour ’infini

Bien que + = et — o ne soient pas des nombres réels, 1a notion de limite peut
étre étendue pour 'infini et on trouve des écritures du type :

lim fx)=o lim fx)=! lim f(x)=-co

x—)xu

ou l'infini peut &tre affecté du signe + ou du signe — et ot x — x, peut étre
remplacé par x — xf ou par x — xj.

Remarque : les notations x — o, x — * oo, |x| — + o ont la méme significa-
tion et se lisent «x tend vers plus ou moins 1’infini ».
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6.2 CONTINUITE SUR UN INTERVALLE

6.2.1 Définitions

Soit a et b deux nombres réels tels que a < b;

¢ une fonction f est continue sur la, b[ si, et seulement si, f est continue en
tout point de la, b[;

¢ une fonction f est continue sur [a, b] si, et seulement si, elle est continue
sur Ja, b[ et continue a droite en a et 4 gauche en b.

Remarque : intuitivement, f est continue sur un intervalle / si sa courbe repré-
sentative sur [ n’est interrompue nulle part, si on peut la tracer sans lever le
crayon de la feuille.

6.22 Théoréme des valeurs intermédiaires

Soit a et b deux nombres réels tels que a < b; si une fonction f est continue
sur I'intervalle [a, b], alors I’ensemble des éléments f(x), quand x décrit {a, b],
est un intervalle fermé et borné de R; soit [n, M] cet intervalle, on peut
démontrer les théorémes suivants :

si une fonction f est continue sur un segment [a, b] et si [m, M] est le seg-
ment image de [a, b] par f, f(x) prend au moins une fois toute valeur ¢ de
[m, M]; en particulier,

* si ¢ est compris entre f(a) et f(b), il existe au moins un point x, de [a, b] tel
que f(xg) = ¢ (théoréme des valeurs intermédiaires);

« si f(a) et f(b) sont de signes contraires, f(x) s’annule au moins une fois sur
la, bl.

Exemple : soit la fonction f : x+— x° - 3x + 1 (la représentation graphique de f est
donnée au paragraphe 8.1.2); la fonction f est continue sur R et les théorémes pré-
cédents sont vérifiés pour tout intervalle fermé de R, en particulier,

e poura = 0et b=2:m=-1, M= 3 alors,
0,2 =1-1,3], [f(0),f(2)]=113]C[-13];
e poura=0eth=1:f(0)=1etf(l)=— 1 sont de signes contraires et f(x)

s’annule sur ]0, 1].
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6.2.3 Prolongement par continuité

Soit £ une fonction définie et continue sur 9 C R, sauf au point x, de 9, et

telle que lim f(x) =! ol est un nombre réel; la fonction g définie par :
X=Xy

g(x) = f(x) pour tout x de @ — { x, }
et glxy) =1

est continue sur @ et est appelée prolongement par continuité de f en x;.

Remarque : f est prolongeable par continuité en x, si, et seulement si, quand
flxp) ’existe pas lim_f(x) = lim f(x).

X=X X—=rXp
Exemple 1 : la fonction f: x> |x - 1| y A
est définie et continue sur R car,
e six >1 f(x) = x~ 1 (équation d’une
droite),
o six <1 f(x) = I— x (équation d’une 1
droite),
e lim f(x)= lim f(x)=f(1)=0. 0 ) Mg
x—=1 x—=1
x-1
Exemple 2 : la fonction f: x> ﬁ y*
x —
est définie sur R— { 1 }, elle est continue + 11

sur Jl, + oof (car si x > 1 on a

x—1 ;
flx) = x——I =1) et sur ]-oo, I{ (car 0 x x>
x <1 =—=-1, '
Si x on a f(x) e ) '
elle n’est pas continue en 1 car
lim f(x) # lim f(x).
x—o1* x1"
y
. 2o }
Exemple 3 : la fonction f: x> ;
X — 2+
est définie sur R—{ 1 }; sur ce domaine
f(x) = x + 1 elle est donc continue sur 1
J— oo, I et sur J1, + oof ;
fest prolongeable par continuité en 1 car -1 . >
lim f(x) = lim f(x) = 2; / o 1 x
la fonction g définie par
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g(x) = f(x) pourtout xde R-{ 1}
etg(l)y=2

est un prolongement par continuité a R de la fonction f (la fonction g est continue
sur R, sa courbe représentative est la droite d’équationy = x + 1).

6.3 OPéRATIONS SUR LES LIMITES

Soit f et g deux fonctions et soit a, [ et m trois éléments de '’ensemble
R U { — oo, + = }; en tenant compte des cing observations importantes ci-des-

sous, si lim f(x) =1 etsi lim g(x) = m on obtient les résultats suivants :
x=a x-a

o lim (mflx))=ml lim (fx)+gx)=1l+m;

fx) 1

e lim (f(x).gx))=Im lim =—;
x—a x—a glx) m

en observant que :

a) Sim=0etsi/# 0 lim & = oo, résultat qu’on peut préciser :
x—=a g
sim—>0*:quand />0 lim @ =+ o, quand / <0 lim f(_x) =—o0
x—a g(x) x—a g(x)
sim— 0" :quand [ >0 lim f(_x) =—oco, quand / <0 lim @=+oo
x—a g(x) x—a g(x)
: - ™ , S
b) Si|m| > +etsi|l| #+o lim —— =0, résultat qu’on peut préciser:
x—a g(x)
sim—+eco:quand/ >0 lim @ =0% quand/ <0 lim @ =0,
x—=a g(x) / , x—>a g(x)
sim——co:quand/ >0 lim f(_x) =07, quand / <0 lim f(_x) =0".
x—=a g(x) x—a g x)

¢) Il existe des formes indéterminées : ce sont des situations oli I’on ne

peut pas conclure directement a partir des résultats précédents; ces situations
sont présentées dans le tableau suivant :
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«si lim f(x)=..» | «etsi lim g(x)=..» | «pour x — a ...»| «donne la forme indéterminée...»
xX—=a r—a
+ oo e fx) + g(x) (+00) + (= o0)
0 oo fx) . g(x) 0 Xeo
ity

0

0 0 &) v
0

Remarque : le paragraphe 10.5.2 présente les formes indéterminées exponen-
tielles qui peuvent étre ramenées a la forme indéterminées 0 X oo.

d) Une fonction peut ne pas avoir de limite en un point (ce cas est différent
de celui des formes indéterminées).

1
Exemples : « la fonction x > sin (—) n’admet pas de limite quand x tend vers
x

zéro;
* la fonction x — E(x) — x, ou E(x) est la partie entiére de x n’admet
pas de limite quand x tend vers infini.

e) Les fonctions polyndmes et les fonctions rationnelles ont, souvent, des
limites faciles & déterminer, ainsi :

¢ une fonction polynéme non nulle a le méme comportement que son terme
de plus haut degré en + =< et en — o;

¢ une fonction rationnelle non nulle a le méme comportement que le quo-
tient de ses termes de plus haut degré en + = et en — oo,

X+ oo X—>+ 00 52 S5x¢ X3+ o0

3 2
Exemple 1: lim (5x*-3x*+2)= lim 5x4(1——+——>= lim 5x*=+eo,

3
eneffet, lim |1- _— + | = I (cette démonstration peut étre généralisée et
x>+ o0 5x2 S5x

utilisée pour n’importe quelle fonction polynéme).

Exemple 2 : lim (X*+2x+2)= lim X’=+o

X—-o0 xX—>—o0

Exemple 3 : lim (3°+X°+2x+2)= lim 3=—o

X—)— o0 X-3—oc0

Exomnle 4 i  EtEE2 P
xemple 4 : B e S el A
D o 3 s 242542 s 30 e 3x

58-3x-1 50 5

Exemple5: lim ————— =1 —=
D O 4+ 2512 e 4 4
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1 .
Remarque : en posant le changement de variable x = X’ onaX—>0six— oo

ce qui, a partir des résultats précédents, permet de démontrer que :

» une fonction polynéme non nulle a le méme comportement que son terme de
plus bas degré en zéro;

« une fonction rationnelle non nulle a le méme comportement que le quotient
de ses termes de plus bas degré en zéro.

E le 6: I 3 - 5x* + 2x i 2x ! ¢ simplif
xemple 6 : — = — = ouvait simplifie
P x50 30+ 28 1m0 2x on pouvail Stmpijier par x
. £0il L 30 - 5x* + 2x i 3t -5 + 2 I
, il venait : = =
P o e ) ™ 30 +2x xo0 3042
£ le 7+ I 30— 5x* + 2x lim 2x i 2 .
xemple 7 : = lim —— = lim — = o, et t
P 30 T304 32 a0 32 N0 3k On peul preciser
i 300 - 5x* + 2x i 30 - 5xt + 2x ( _ L
————5————— = 4 oo, _ = _ 4 ¥
Jim ——s Jim on pouvait aussi écrire
3 5
oy
A2 2x(2x 2"3”) o
130 30 +32 a0 3R+ 1) «30 32

6.4 OPfRATIONS SUR LES FONCTIONS CONTINUES

Pour étudier les chapitres suivants il suffit de savoir qu’on peut démontrer
que :

o si deux fonctions sont continues en un point x;, leur somme et leur produit
sont des fonctions continues en x;, leur quotient est une fonction continue en
xy si le dénominateur ne s’annule pas en x,;

¢ si une fonction f est continue sur un intervalle I et si une fonction g est
continue sur f(I) alors la fonction g o f est continue sur /.
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6.5 BIJECTION. FONCTION RECIPROQUE D'UNE FONCTION
CONTINUE ET STRICTEMENT MONOTONE
SUR UN INTERVALLE

(Nota : le lecteur pressé peut se contenter d’une étude peu approfondie de
ce paragraphe 6.5).

Une fonction f définie sur un intervalle I réalise une bijection de I sur f(I) si,
et seulement si, pour tout y de f(I) il existe un, et un seul, élément x de I tel
que y = f(x);

alors, une fonction £~ définie sur l'intervalle f(I) réalise une bijection de f(I)
sur I; f-! est appelée la fonction réciproque de fsur Ieton a:

pour tout y de f(I) et pour tout x de I, y = f(x) & x = fU(y).

2x
Exemple 1 : la fonction f telle que f(x) = (voir 5.6.2) réalise une bijection
X

+ 1

3
de [1, 3] sur [1, 5] sa fonction réciproque sur [1, 3] est la fonction f~! telle que

fx) =

3
p qui réalise une bijection de [1, 5] sur[l, 3].
-x

Remarque 1 : avec les notations des défintions ci-dessus, on a :

FofH=fF')=fx =y
Flo P =Fff)=F'(y)=x

Remarque 2 : si une fonction f est définie, continue et strictement croissante
(resp. décroissante) sur 1’intervalle [a, b], ol a < b, elle réalise une bijection
de [a, b] sur [f(a), f(b)] (resp. sur [f(b), f(a)]); la fonction f-!, réciproque de f
sur [a, b], est définie, continue et strictement croissante (resp. décroissante) et
réalise une bijection de [f(a), f(b)] (resp. [f(b), f(a)]) sur [a, b].

Remarque 3 : dans le plan muni d’un repere orthonormé, les courbes d’équa-
tion y = f(x) et y = f~1(x), représentatives des fonctions f et f~! définies a la
remarque 2, sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x premiére
bissectrice des axes.
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Exemple 2 : la fonction f telle que

f(x) = — 2x+ 3 réalise une bijection M
de R sur R, sa fonction réciproque

sur R est la fonction £~/ telle que

flx)=- Is J en effet :
> ;

2
y=fx)=-2x+3
x—f"( )=~ X_,_ i
Y. 2 >
On vérifie aisément que :
>
s (fof)y)=yeneffer P x
U ))-—2[—X+i}+3— .7 ’ =-2x+3
e (1 of)x) = x en effet
Py =- CEEDD
T = — 4+ — =X,
fix P P X
* les fonctions fet f~! sont définies, continues et strictement monotones sur R ;
x 3
* dans un repére orthonormé les droites d’équation y = —2x + 3 ety = — 5 + 3

sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x.

Remarque 4 : si une fonction f réalise une bijection de I’intervalle I sur
I'intervalle J = f(I) : pour tout réel a élément de J, I’équation f(x) = a, ol x est
I'inconnue, admet une solution, et une seule, dans /.

Exemple 3 : la fonction f telle que f(x) = x* réalise une bijection de I = [2, 4] sur
J=[4,16]; sia=9(ae J)lasolution unique dans I de I'équation x’ = 9 est x = 3
(car3€ [2,4]et—3 ¢ [2, 4]).

6.6 Les roncrions PUISSANCE N-IEME ET RACINE N-IEME

6.6.1 La fonction x5 x"oUne N*-{1}
(fonction puissance n-iéme)

La fonction x = x" ot n € N* — { 1 } est définie et continue sur R;

o si n est pair la fonction est paire, elle réalise une bijection de [0, + oo sur
[0, + oo[ et une bijection de ]- o, 0] sur [0, + oo ;

« sin est impair la fonction est impaire, elle réalise une bijection de ]— oo, + oof
sur J— eo, + oof ;
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on peut dresser les tableaux suivants :

x — o0 0 + o0 X — o0 0 + oo
+ oo 4 oo + oo
-
X" \ /‘ x* /,0
0 — oo
n pair n impair

6.6.2 Les fonctions réciproques de x> x"oune N*={1}
(fonction racine n-ieme)

Dans les intervalles ot les fonctions définies au paragraphe 6.6.1 réalisent
une bijection, elles définissent une fonction réciproque, on aura ainsi :

« cas ol n est pair :

la fonction f de [0, + oo dans [0, + <[ telle que f(x) = x" a pour fonction
réciproque la fonction f{! de [0, + oo[ dans [0, + o[ telle que f;'(x) =V/x;

la fonction f de ]- oo, 0] dans [0, + oo telle que f(x) = x" a pour fonction
réciproque la fonction f;! de [0, + oo[ dans ] o, 0] telle que f5'(x) =~ V/x;

 cas oll 1 est impair :

la fonction f de ]— o0, + oo[ dans ]— o, + oo[ telle que f(x) = x" a pour fonction
réciproque la fonction f~! de ]~ oo, + oo dans ]- oo, + oo telle que

flo=Vxsix=0et flix)=—V—xsix=<0.

Remarque : I’écriture \/x implique x = 0; cependant, si n est impair et si u
est une fonction définie, de nombreux auteurs étudient les fonctions du type
x = Yu(x) méme quand u(x) est négatif; cette pratique s’explique par le
fait que la fonction x > x", avec n impair, admet une fonction réciproque
de R dans R; elle consiste alors a poser implicitement la convention

\Yu(x) = -\Y/- u(x) dans le cas ol u(x) < 0 et n impair.

6.6.3 Représentations graphiques

Dans le plan muni d’un repére orthonormé, on obtient les graphiques sui-
vants :
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y y=x" y=x"
s
s %
Sy =x SYEX
P
./‘ ansans® ,.--""‘
- POTY ELLTLL b .\
i)y = y=Vx
oy~
K s .X.'V ;
el 1
y=- Vn_x _/o'
- -
-
Ve 7/
n impair n pair

6.6.4 La fonction x> x"oU nc Q*

On convient de noter sip e N*etsige N*— {1} (voir 2.5 et 2.6) :
1 1 2
six#0 ) =xPetsix=0¥x =x%etdonc\VxP=x1.
Les régles de calculs appliquées aux exposants entiers positifs sont appli-
cables aux exposants entiers négatifs et aux exposants fractionnaires positifs
ou négatifs.

Remarque : la fonction x > x™ ol m € R définie sur R* est étudiée au cha-
pitre 10 (voir 10.4).
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Dérivées
et primitives

4

7.1 Dirivit en un roINT

7.1.1  Définitions

a) Fonction différentiable en un point

(Nota : le lecteur pressé peut se contenter d’une étude peu approfondie de
ce paragraphe 7.1.1, a).

La fonction f définie sur ] xy — o, xy + o[ C R, oli & > 0, est différentiable en %
s'il existe un nombre réel a et une fonction € définie sur |- o, +o[—{ 0] tels
que pour tout Ade]-o, + a[— {0} on ait :

fxg + k) =f(xy) + ah + he(h) ou ’llin}) gh)=0 (1)

Exemple : la fonction f de R dans R définie par f(x) = x° est différentiable en tout
point xyde R, en effet :

SO+ h)=(xg+h) =xf+ 3x5h+ 3xgh? + ¥ on f(xp)=x3, a=3x3, e(h) = 3xgh+h?
Remarque : si on pose x = X + h la formule (1) devient :
SO =f(xp) + alx — xp) +(x — xp)€(x — xp) o0 lim e(x — X =0 2)
X—>Xp

b) Nombre dérivé

Dans les formules (1) et (2), @ s’appelle le nombre dérivé de fen %, on le note
a = f'(xy), la formule (2) s’écrit alors :

fx) = floxg) + flxg) (x —xp) + (x —xp)e(x —xp) oit lim e(x—xx)=0  (3)

x>x;

Cette formule (3) est appelée développement limité d’ordre un de la fonc-
tion f au voisinage de x,.
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On démontre aisément a partir des formules précédentes que :
flxg + h) — flxg) - lim f(x)—f(xo),

f/(xy) = lim
r—0 h 1z X —Xg

quand cette limite existe elle est unique (unicité des limites) et on dit que la
fonction f est dérivable en x,,.

Remarque 1 : les expressions «f est différentiable en xy» et «f est dérivable
€n x,» sont synonymes.

Remarque 2 : le nombre dérivé en x; est, par définition, le taux d’accroisse-
ment de la fonction f quand «la variation de x, autour de xp, est infiniment
petite ».

Remarque 3 : la fonction affine f telle que f(x) = ax + b est définie sur R et,
pour tout xode R :

(ax + b) - (axy + b) ~ lim a(x—xp) _

X — xO X—>Xp (x — xO) -

L)

fp) = lim
X Xg

ce nombre dérivé est le taux d’accroissement constant de la fonction affine,
c’est le coefficient directeur de sa droite représentative.

Remarque 4 : f’(x;), nombre dérivé de f en x,, est aussi appelé dérivée
de fen x,.

¢) Fonction affine tangente

La formule (38) définit la fonction g de R dans R telle que
g(x) = flxg) + '(xy) (x — x,) appelée fonction affine tangente & f en x,.

La courbe représentative de g est évidemment une droite dont 1’équation
est de la forme y = ax + b avec y = g (x), a = f(xp), b = f(xg) — xo.f (xp)-

1
Exemple : soit la fonction f définie sur R* par f(x) = —; le nombre dérivé de fen
x

Jest:
IR R
(3) = lim rh) 3 2P L
k>0 h B0 h k>0 9+ 3h% r—o0 9k 9

(on pouvait aussi écrire :

1 1 3-x
, x 3 3x o —(x=3) =1 1
f(3)= lim = lim =lim ———=lIlim —=—-—1|
>3 x-3 x=3 x—3 x-o3 3x(x-3) x-53 3x 9
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I’équation de la droite (T), tangente au point 3 a la courbe représentative de f est:

1 1 1 2
y=f(3) + f(3)x - 3) c’est-a-dire y = } - 5 (x—3) ou encore y = — ;x + } (on

1
pouvait aussi écrire : la droite (T) a pour coefficient directeur f'(3) = — 9 ; son

1
équation est donc de la forme y = — 9 X + b; or, la droite (T) passe par le point

1 1 1 2
(3, f(3)) (c’est-a-dire le point (3, §)> donc } =- 9 X3+beth= E)

7.1.2 Interprétation graphique

Dans la représentation gra-
phique ci-contre : (C) est la
courbe représentative  d’une
fonction f, (T) est sa tangente au
point M d’abscisse x; et N est le
point de (C) d’abscisse xo + h. | T P

)

Le coefficient directeur de la A ©
h - A
droite (MN) est 00+ P =) 7
o

h

.
j
ol

&
+
-

i Xo

flxg + ) —f(xg)
h

vers zéro, la droite (MN) a pour limite la droite (7)) qui a pour coefficient
directeur f*(x,); cette droite limite est appelée tangente en M a (C).

Si f est dérivable en x;, f'(x,) = ’llin?) existe et, quand A tend
-

Remarque : avec les notations du graphique :

sih—-0 PN->PQ etdonc — 5 —
MP MP

on en conclut que, si 4 tend vers zéro, le taux d’accroissement de f «autour
de xo>» tend vers le taux d’accroissement de sa fonction affine tangente en x,.
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7.1.3 Extension de la notion de nombre dérive

(Nota : le lecteur pressé peut se contenter d’une étude peu approfondie de
ce paragraphe 7.1.3).

En prenant garde aux domaines de définition, on peut étendre la notion de
nombre dérivé en définissant des nombres dérivés a droite ou a gauche en x,
(on parle parfois de demi-dérivées).

a) Nombre dérivé a gauche en x

Le nombre dérivé a gauche en x, d’'une fonction f est, si elle existe, la limite,
notée 7 (x,) ou f'(xp),

i = tim (2T
g X —x ’

—x5 X —Xg

la courbe représentative de f admet alors une demi-tangente «a gauche de
(xg, f(xg)) » dont le coefficient directeur est f; (xo).

o J) —fx)
Remarque : si lim f_io_ =

X X5 X =X
dérivée infinie 4 gauche en x, et la demi-tangente est parallele a I’axe des
ordonnées.

+ oo (ou — o0) on dit que f admet une demi-

b) Nombre dérivé a droite en x;

Le nombre dérivé a droite en x, d’'une fonction [ est, si elle existe, la limite,
notée f;(x,) ou f'(x3),
. () — f(xp)
flxy) = lim f_f_",
X% § X — Xy
la courbe représentative de f admet alors une demi-tangente «a droite de
(%9, f(x0))» dont le coefficient directeur est f;(x,).

Remarque : si lim M =
X x5 X — Xy

dérivée infinie 2 droite en x, et la demi-tangente est paralicle a I’axe des
ordonnées.

+ oo (Ou — o) on dit que f admet une demi-

¢) Fonction dérivable en un point et dérivées a droite et a gauche

On a I’équivalence suivante :
f dérivable en x4 & f;(xo) et f;(x) existent et f;(xg) = £ (xo);

alors, évidemment, f;(xo) = f7(xq) = f"(xo)-
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Exemple : on considere la fonction f définie sur R par :

f(x):i six> 3,
X
1
f(3)= }»
1 .
f(x)=—§+5 six<3;

fest définie sur R (si x > 3 on a bien x # 0),
i p 1 1 i p X 1 1
= —_ = — t = —— 3 — = -,
A=l S=g e Jm fo)= lm -+ 5)=3
puisque f(3) = lirgl f(x) = lirgz f(x), fest continue en 3 (la fonction f est continue
x3* x—=3"

sur B);

1
f(x)=£(3) x 3 1
"(3) = li —— = i =—
a3 = dim = m =%
(voir 'exemple de 7.1.1, ¢),
2 1 1
__+___
(x)-f(3) 54 2 3
f(3)= lim f—f{= lim ——
x—3" X — x—3" x-3
1
(-9
i 54( ) i 1 3 1
-t =i ()=

donc f;(3) = f1(3) et la fonction f est dérivable en 3, on a f'(3) = —

7.1.4 Dérivabilité et continuité en un point

Si une fonction f est dérivable en un point x;, la formule (1) du paragraphe
7.1.1 permet d’écrire ’}in}) Sflxp + h) = f(xy), donc :
—

I Une fonction dérivable en un point est continue en ce point.

Par contre, une fonction continue en un point n’est pas obligatoirement

dérivable en ce point, comme le prouve I’exemple ci-dessous.
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Exemple : la fonction f de R dans R vA
telle que f(x) = |x| est définie et conti-
nue sur R mais n’est pas dérivable en

0, en effet :
f(x)-f(0) x
0) = i — =i - =1, i
f;( ) xing* x-0 x—l:(')l“ X ! J
x)—f(0 -Xx
fgf(0)= lim M= lim —=-1, -
x—0" X — x=0" X o i X

donc  f3(0) # f(0).

7.2 Foncrion pirivie

7.2.1 Dérivabilité sur un intervalle

e Une fonction f est dérivable sur un intervalle ouvert ]a, b[ C R si elle est
dérivable en tous points de la, b[;
e sifest dérivable sur la, b et si fj(a) existe, f est dérivable sur [a, b[;

7,

e sifest dérivable sur la, bl et si f;(b) existe, f est dérivable sur la, b].

7.2.2 Fonction dérivée et dérivées successives

a) Définitions

Si une fonction f est dérivable sur un intervalle I, on peut définir une fonc-
tion de I dans R, la fonction x = f’(x) pour tout x de I, qui est appelée

d
fonction dérivée de f (ou fonction dérivée premiére de f); on la note f” ou a;f

Si, a son tour, la fonction f” est dérivable sur un intervalle elle admet une

dérivée qui, sur cet intervalle, est appelée fonction dérivée seconde de f; on la
2

d
note f” ou @f De proche en proche (en dérivant n fois si ¢’est possible) une

fonction dérivée n-itme de f peut étre définie; si elle existe, on la note ™ ou
da’f
dx*
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b) Notations

Soit une fonction f, telle que y = f(x), supposée n fois dérivable sur un
intervalle /; on peut rencontrer les notations suivantes :

d d
« images de la dérivée premiere : f'(x) = A fo = ay =y';

: iy I & d?
« images de la dérivée seconde :  f"(x) = P fx) = w2 =Y

d” _d%y
o Jo= e

o images de la dérivée n-ieme : £ "(x) = =y",

¢) Fonctions de classe C*

Soit une fonction f définie sur un intervalle ouvert Ja, [ C R et soit
k € N*; on dit que f est de classe C* sur la, b[ si f admet des fonctions déri-
vées successives continues jusqu’a 1’ordre k.

Si f'est indéfiniment dérivable sur ]a, b, elle est dite de classe C* sur ]a, b[
puisque, f étant indéfiniment dérivable, ses dérivées successives sont toutes
continues sur }a, b|[.

723 Calculs de dérivées
a) Opérations sur les fonctions dérivables

Soit ¢, un nombre réel et f et g deux fonctions, dérivables sur un intervalle
1, de dérivées respectives f” et g’; on peut démontrer que :

() =0;
surl:(f+g), (af), (fx g) sont dérivables et

(f+gy =f"+g, (fY =of, (fxgy=fxg+fxg;
surletsiOe g(I): ; et g sont dérivables et

(- 45
g g’ \g z

g

sur I, si g est dérivable sur f(I) : (g o f) est dérivable et
(gof)' =(g of)xf

donc, pour x, de I on a, en posant F'(x) = g( f(x)),

F'xg) = (g 0 ) (xg) = g'(f(xg)) X f(xp).

Remarque : avant de déterminer la dérivée d’une fonction, il faut s’assurer
que cette fonction est dérivable.
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b) Dérivée de la fonction x - x" ol n € Q*

Les résultats précédents et ceux qui ont été établis au chapitre 6 permettent
de démontrer que :

Sur les intervalles o les fonctions x > x*, o n € Q% sont dérivables,

— x"=nx""L
dx

Remarque 1 : ce résultat sera généralisé pour n € R* dans le chapitre 10
(voir 10.4).

Remarque 2 : sur les intervalles ol les fonctions du type x (u(x))" sont
dérivables, on a :

% (u())'= (u(x))* . % w(x) = n(u )™ X ' (x).

d
d(u(x)
Exemple 1 : la fonction f : x > 7x est dérivable sur Ret f'(x) = 7.

Exemple 2 : la fonction f : x > 3% est dérivable sur R et f'(x) = 21x5.
Exemple 3 : la {onction f: x> \/x est dérivable sur R* (alors qu’elle est définie

1 1 L 1
sur R, ), f(x) = x? donc f'(x) = 5% 2 =

2Vx

Exemple 4 : la fonction f : x = N/ est définie sur R, , elle est dérivable sur R,
3 2 3
onaf(x)=x’> doncf'(x) = S =

— X .
5 sVe

Nota : on peut définir sur R la fonction g telle que (g(x))’ = x° alors, en dérivant
par rapport a x, on obtient : 5(g(x))*g'(x) = 3x* d’on on tire, si g(x) #0,

3%
gx)= S(g(x)) € comme, pour x = 0, (N x3F =Vx2 =Vil% 2= x \/x2, on

retrouve g'(x) = f'(x) si x > 0; par ailleurs, on peut définir sur R_la fonction h
3
telle que h(x) = — \/5—,\3, h est dérivable sur R*, on a h(x) = - ((— x)5) donc
_2 3

Exemple 5 : soit la fonction f telle que f(x) = (X’ — 3x? + 12x + 4)*; la fonc-
tion u telle que u(x) = x> — 3x* + I2x + 4 est dérivable sur R et
w'(x) = 3x% - 6x + 12; f(x) = (u(x))?, la fonction f est donc dérivable sur R
etf'(x) = 2(u(x)) . u'(x) = 2(x* - 3x2 + 12x + 4)(3x2— 6x + 12).
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1
Exemple 6 : la fonctionf: x o ou n € N* est dérivable sur tout intervalle de

R*; onaf(x)=x"doncf(x) =-nx"1= (On pouvait aussi écrire : soit la

xn+l :
fonction u : x> x", f = —LI; donc ' = — Z—;, comme u’(x) = nx"~!, on obtient
—nx"! n
fx) = 2 == x"—“i)
+ 1

Exemple 7 : soit la fonction f : x > ; les fonctions u : x > X + 1 et

x
v:x b x° sont dérivables sur R avec u’(x)=2x et v'(x) = 3x2; v(x)=0 pour

u
x = 0 seulement donc la fonction f = — est dérivable sur tout intervalle de R*; on a
v

f = % et on obtient en définitive
, (3)(2x) = (6% + 1)(3x%) 2 +3
fix)= %6 == 4
X

7.24 Deérivée a droite ou a gauche et fonction dérivée

(Nota : le lecteur pressé peut se contenter d’une étude peu approfondie de
ce paragraphe 7.2.4).

On peut démontrer que si f est une fonction continue sur un segment
le, b] et dérivable sur la, b] (resp. [a, b[) telle que lim f(x) =1
x —=a

(resp. liI?_ f(x) = 1) alors, fj(a) existe et fj{a) = I (resp. f(b) existe et
x—

) = D).

1 1
Exemple : la fonction f définie sur R par f(x) = — si x > 3, f(3) = 3
x

@ 1 1
flx)=— 54 + 3 si x < 3, est dérivable pour x = 3 et f'(3) = — 3 (voir 7.1.3); f est
dérivable sur R car f'(3) existe, elle est dérivable sur ]3, + oo alors f'(x) = — I ;

x
elle est dérivable sur ] e, 3[ alors f’(x) = — 57 ; ona bien :
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o i 1 1 . . x 1
tmrw= i (5)=-5 o s 7)e-5

Remarque 1 : si dans les mémes conditions, lim f(x) = + oo (resp. — o)
x—at

alors lim M = + oo (resp. — o).
x—at X—a

Remarque 2 : si on suppose, de plus, que f” est continue sur ]a, b], on peut
prolonger f” a [a, b] en posant f’(a) = I et on obtient une fonction f’ continue
sur [a, b].

Remarque 3 : la réciproque du théorgme n’est pas vraie : une fonction g’,
dérivée d’une fonction g, peut ne pas avoir de limite en un point x; alors que
g’(xp) existe.

7 3 PRIMITIVES

7.3.1 Définitions et notations
Soit une fonction f définie sur un intervalle ouvert I de R; la fonction F est
une primitive de fsi :
d’une part F est définie et dérivable sur I,

d’une part F’(x) = f(x) pour tout x de I.

Remarque 1 : si fest définie sur le segment [g, b], F est une primitive de f sur
[a, b] si : F est une primitive de f sur ]a, b[, F;(a) = f(a) et Fg’(b) =f(b).

Remarque 2 : si F est une primitive de f sur un intervalle /, I’ensemble des
primitives de f sur / est la famille des fonctions x - F(x) + c oii c € R; on dit
que la primitive d’une fonction, si elle existe, n’est définiec «qu’a une
constante prés»; on a donc :

d d
o ¢ @) + )= FO)=f).

Exemple : les fonctions x > x%, x + x* + 3, x > x? — 5 sont des primitives de
la fonction x v 2x, sur R car elles sont définies et dérivables sur R et car leur
dérivée, définie sur R, est la fonction x — 2x.

Remarque 3 : on note x J f(x) dx une primitive quelconque de f (voir cha-

pitre 12); on lit «somme de f(x) dx» ; on parle indifféremment de «primitive »
ou «d’intégrale indéfinie ».
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7.3.2 Propriétes

a) Primitives d’une fonction continue

I Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur /.

Il s’agit 1a d’une condition suffisante mais non nécessaire : il se peut
qu’une fonction non continue sur un intervalle 7 admette des primitives sur 1.

b) Propriétés déduites des propriétés de la dérivation
Soit un intervalle /; si F est une primitive de f sur / et G une primitive de g
sur I, on obtient, sur 7, les résultats suivantsoiae Retce R:
. Jaf(x) dx = aJ f(x)dx=aF(x) +cavecI C R;
) J (f(x) + glx)) dx =ff(x) dx + jg(x) dx = F(x) + G(x) +c avec I C R;

oJadx:ade:ax+cavecIC R;

xn+1

ojx"dx: +1+c(pourn:#—1)avecICRsine N* I C R* si
n

neZ*-{-1},ICRY¥sine R-27;

dx
e [xldx=]|— =In|x|+cavecl C R*
x

Remarque : la compréhension des résultats précédents nécessite 1’étude du
chapitre 10 et le chapitre 12 présente le calcul intégral.

x
Exemplel:surlR,jx‘dx= S te

dx -3 1
Exemple 2 : sur tout intervalle de R, I— =Jx‘4dx =—+4+c=-— +¢
x* -3 3
Exemple 3: surR,J(3£+4x—3)dx=3jﬁdx+4jxdx—3jdx
2 22
=3?+47—3x+c=x3+2x2—3x+c.

x u'(x)
Exemple4:surR,J dx = dx= Vux)+c=VI1+x +c
V1 + x? J

avec u(x) = 1 + X2 et u'(x) = 2x.

Exemple 5: sur J- 1, + 1],

x u'(x)
dx = - de=-Vuix)+c=-VI-xX +¢
j V1-x? JZ\/u(x)

avec u(x) = 1 —x? et u'(x) = — 2x.
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[l Etude locale
d’une fonction

4

8.1 POINTS OU LA DERIVEE PREMIERE EXISTE

8.1.1 Tangente en un point. Sens de variation

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I, (C) sa courbe repré-
sentative sur I, (T') la droite tangente & (C) au point x, de I;

Péquation de (T) est y = flxg) + f'(xg) (x — x) (voir 7.1),'

e quand lim [f(x)-y] = 0* (C) est au-dessus de (T) pour x — x;
x—xg

e quand lim [f(x)—y] = 0~ (C) est au-dessous de (T) pour x — x,.
X -xg

"(x,) est le coefficient directeur de (7)), on peut donc démontrer que :
0 P q

e f/(x) = 0 pour tout x de I < f croissante sur I;
e f(x) = 0 pour tout x de ] & [ décroissante sur [;

e f(x) = 0 pour tout x de ] & fconstante sur I.

Exemple : on consideére la fonction f telle que :

x+1
; quand x < 0, f(x) = — 1 quand 0 < x < I, f(x)=x - 12x + 10

f(x) =

x_
quand x > 1;

fest définie sur R (six <Oonax+ 1);

1
[ est continue sur R ( lim = limI (S -12x+ 10) = - 1),
x=3

x=0 X —

ETUDE LOCALE D’UNE FONCTION « 93



(x-1)*

e quandx <0 f'(x)= f'(x) < 0, donc f est strictement décroissante sur
J-22,0[;

o quand 0 <x <1 f(x)=-1donc fest constante sur [0, 1] (on af'(x) = 0);

o quandx>1 f(x)=3x2-12=3(x-2)(x+2),
sil <x<2 f'(x) <0, fest strictement décroissante sur 1, 2/,
six>2 f'(x) >0, feststrictement croissante sur ]2, + oof,

six =2 f(2) =0, la tangente a la courbe représentative de f. au point 2, est
paralléle a 'axe des abscisses et, d’aprés les variations de f, le point (2, f(2}) est
un minimum.

8.1.2 Convexité, concavité, points d'inflexion

(Nota : le lecteur pressé peut se contenter d’une étude peu appronfondie de
ce paragraphe 8.1.2).

Si une fonction f est deux fois dérivable sur un intervalle /, et si (C) est sa
courbe représentative sur /, on peut démontrer que :

o f’(x) > O pour tout x de I & (C) est au-dessus de ses tangentes sur
(f" croissante sur I), on dit que f est convexe sur I;

o f"(x) < 0 pour tout x de I & (C) est au-dessous de ses tangentes sur
(f’ décroissante sur I), on dit que f est concave sur I;

¢ sidonc f(x,) = 0, avec x4 € I, et si, en méme temps, f”(x) change de signe
pour x = x5, (C) admet un point d’inflexion en x, ((C) traverse sa tangente
en xg).

Exemple 1 : soit la fonction A
frxmd-3x+1;

[ est définie, continue et dérivable sur R;

fi(x) =32 -3=3(x-1)(x + 1); f est déri- 3

vable sur R, f"(x) = 6x; la dérivée seconde

de f s’annule en changeant de signe pour 1

x = 0et f(0) = 1: le point (0, 1) est un point 0o \ 1 x

d’inflexion ; le coefficient directeur de la tan- l t >
-1

gente (T) en ce point (0, 1) est f'(0) = — 3;
(T) a une équation de la formey = —3x + b et
passe par le point (0, 1) donc 1 = b, I’équa- ¥a)
tionde (T)esty=-3x+1;

[f(x)-y]=(-3x+1)—(-3x+ 1) =2,

lirg [f(x) - y] = 0%, la courbe représentative de f est au-dessus de (T) quand x — 0*;
x-0*
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lirg [f(x) — y] = 07, la courbe représentative de f est au-dessous de (T)
x=0"

quand x = 07; si x > 0 f"(x) > O donc f est convexe sur R,, et si x < 0
f’(x) < Odoncf estconcave sur R_.

Remarques :

« si f” existe sur I et s’annule en changeant de signe en x; € 1, x est un point
d’inflexion;; si x, est un point d’inflexion et si, en méme temps, f”(x,) existe,
alors f” s’annule en changeant de signe en x;

« il y a des points d’inflexion alors que f” n’existe pas (voir 8.2.1);

o si f"(xp) = 0 et si f” ne change pas de signe en x;, le point x, n’est pas un
point d’inflexion.

Exemple 2 : soit la fonction

4 A

JXP — =X
f 4

[ est définie, continue et dérivable
sur R;

fx)=X-1=(x-1)(2+x+1);
f’ est dérivable sur R, f"(x) = 3x%; \3/2

la dérivée seconde de f s’annule } x
sans changer de signe pour x = 0 '
et f(0) = 0 : le point (0, 0) n’est
pas un point d’inflexion; le coeffi-
cient directeur de la tangente (T)
en ce point (0, 0) est f'(0) = - 1;
(T) passe par le point (0, 0), son
équation est doncy = —x;

swo

x4

[f(x)-y]= i ){l_% [f(x)—y] = 0%,

la courbe représentative de f est au-dessus de (T) quand x — 0; pour tout x de R
f"(x) = 0 donc f est convexe sur R.

Remarque générale : les programmes des classes du secondaire ne prévoient
pas D’approfondissement de la convexité, de la concavité et des points
d’inflexion. Ces notions sont importantes pour 1’économiste. Le lecteur
curieux trouvera ci-dessous quelques précisions :

« Soit E un sous-ensemble de R? (E est une région du plan); E est dit convexe
si, quels que soient les points M et N de E, tous les points du segment [MN ]
appartiennent 2 E; les schémas suivants représentent les ensembles
convexes E, et E, et les ensembles non convexes E; et E, :

ETUDE LOCALE D’UNE FONCTION ¢ 95



ensembles convexes ensembles non convexes

« Une fonction f définie sur un intervalle / est dite convexe (resp. concave) sur
I'si I’ensemble { (x, y) | y = f(x), x € I} des points qui se trouvent au-des-
sus de son graphe (resp. { (x, y) | y < f(x), x € I} des points qui se trouvent
au-dessous de son graphe) est convexe (voir les exemples 1 et 2 du para-
graphe).

+ Une fonction f est convexe sur un intervalle I si, et seulement si, la fonction
(- f) est concave sur 1.

« Une fonction f peut étre convexe, ou concave, sur un intervalle / sans étre
dérivable sur 1.

Exemple 3 : la fonction x > |x| (voir paragraphe 7.1.4) est convexe sur R mais
n’est pas dérivable sur R.

8.1.3 Points ou la dérivée premiére s’annule

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I et x, un point de I:
si x; est un extremum local de f alors f’(x,) = 0.

I1 est utile d’accompagner ce théoréme des quatre commentaires suivants :

Commentaire 1 : f'(xy) = 0 signifie seulement que x, est un point stationnaire,
c’est-a-dire que la tangente 4 la courbe représentative de f en x; est parallele a
I’axe des abscisses.

Quand f"(x) = 0, quatre cas peuvent se présenter :

FW<OIfW>0  f®>0if (<0

: . f)=0 F<0
xO i XO é X0 E XO E
=0 <0 OO0 W=0  fW=0!fws<0
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Commentaire 2 : pour qu’il y ait extremum, si f est dérivable, il faut que f”
s’annule en changeant de signe (f’ s’annule alors que f” garde un signe
constant).

Commentaire 3 : [ doit étre
ouvert; sur un intervalle fermé Fb)
une fonction peut admettre un
extremum en une extrémité x,
de cet intervalle alors que
f'(xp) # 0; ainsi dans le gra-
phique ci-contre : (a, f(a)) est

un minimum or fj(a) = 1 et fl@ .
(b, f(b)) est un maximum; or, 7 i |' ]
xli)nb]‘ f,(x) =+ oo, 7 > z z

Commentaire 4 : la réciproque du théoréme n’est pas vraie : une fonction
peut avoir un extremum en un point ol la dérivée n’existe pas (voir 8.2.2 le
cas des points anguleux et des points de rebroussement).

8.2 PoiNts 00 LA DéRIVEE PREMIERE N’EXISTE PAS

(Nota : le lecteur pressé peut se contenter d’une étude peu approfondie de
ce paragraphe 8.2).

Dans tout le paragraphe 8.2, on considére une fonction f définie et continue
sur un intervalle 7, dérivable sur I sauf en x,, point de /, et (C) la courbe repré-
sentative de f sur / dans un repére cartésien.

8.21 Points d'inflexion a tangente paralléle
a I'axe des ordonnées

La courbe (C) traverse sa tangente en x, et le coefficient directeur des tan-
gentes tend vers I'infini quand x tend vers x;,.
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On est en présence de I'un des deux cas
suivants :

it i D) 0 fe)
xoxg X —Xy xoxg x —x
alors f est décroissante quand x — x, (f(x) < 0);

e soit lim M= lim M=+
x—Xg X — Xy xoxd X — X
alors f est croissante quand x — x, (f'(x) > 0).

? '

il :
——p

o 1] Xo

_)“

J :
= *

0 i Xo

Remarque : f”(x,) = 0 n’est donc pas une condition nécessaire pour que x;

soit 1’abscisse d’un point d’inflexion.

Exemple : la fonction f telle
que f(x) = VX pour x = 0 et
f(x) = — N~ x pour x < 0 (voir
6.6.2) est définie et continue sur R,
elle est dérivable sur R* et sur R;
le point (0, 0) est un point

d’inflexion a tangente paralléle a
I’axe des ordonnées, en effet :

fo-f0)  Vx
— = Iim

x>0+ x-0 x—=0+v X
. 1
= e
et, comme [ est impaire sur R,

. flx)=f(0)
Iim ——— =+

= + oo

x>0 x—0
, 1
Nota : pour xe R* f'(x)= =
3V
paragraphe 7.2.4 lim f&)=10) =+

x—0" x-0

8.22 Points anguleux et points de rebroussement

"y

et lim f'(x)=+ 0o donc, d’aprés le
x>0

La courbe (C) n’admet pas une tangente au point d’abscisse x, mais une
demi-tangente 2 droite en x, et une demi-tangente a gauche en x,; ces demi-
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tangentes n’ont pas le méme coefficient directeur, elles forment donc un angle
(cet angle est nul dans le cas des points de rebroussement).

On est en présence des résultats suivants :

fim [®°f% _ o pm 90
xxy X — Xy x-xg X — Xy

B
ol ¢t et P sont des éléments de R U { — o0, + oo } avec o # .
a) Points anguleux

o et B ne sont pas simultanément infinis; les graphiques ci-dessous présen-
tent quelques cas de ce type :

y y y y y

v Vs Y

o x =z ol x X o x x 0 x x O x =x

Exemple : la fonction f : x +> |x? — 1| est définie et continue sur R; elle est déri-
vable sur tout intervalle de R— { — 1, 1 }; le point (1, 0) est un point anguleux, en

effer :

e pourxe -1, +1f f(x)=1-xXet
Cfw-f) 12 74
lim = lim
x> x—1 o1 x-1

= linll_ (-(1+x))=-2;

12
epourxe ]I, +oof f(x)=x2—1et
_fx-f1) 21
lim = l 1
x—=1* x-1 xo1t x—1
= i +1)=+2;
Jom (x+ D) -1 o 1 ra

par ailleurs, f est une fonction paire sur
R, le point (- 1, 0} est donc aussi un
point anguleux.

b) Points de rebroussement
On est en présence de I’un des cas suivants :

® 80it @ = + o avec B = — o, alors f est décroissante a droite en x, et croissante
a gauche en x;;

e s0it @ = — o avec B = + o, alors f est décroissante & gauche en x, et crois-
sante & droite en x;.
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A y A

/N \4

b '
5 '
' '
1

' '
' '

o
> >
X

o Xo X 0 Xo

Exemple : la fonction f : x = \V/ |x| est définie et continue sur R; elle est déri-
vable sur R* et sur R* ; le point (0, 0) est un point de rebroussement, en effet :

pourx € J0, + oof f(x) =\/x et
fx)-f(0) lim Vx

m
x—0* x-0 xo0" X

. 1
= llm —= = 4 oo

x>0 \/)E
[ est une fonction paire donc

. f(x)-f(0)
lim ———
x—0" x-0

. f(x)-£(0)
lim ———=

L
x—0" x-0

Nota: pourxe R* f'(x)=

et lim f'(x)=+oo;
x—0

1
2Vix

lim f(x)=—oo.
ot Ji £

pour x € R* f'(x) =
2
Remarque : f'(x,) n’est donc pas une condition nécessaire pour que x, soit
I’abscisse d’un extremum local.

Remarque générale : ’étude de f aux extrémités de Iintervalle I ne doit pas
étre négligée; les résultats des paragraphes 8.1 et 8.2 peuvent étre étendus a
ces points par des adaptations simples.

8.3 BRANCHES INFINIES

Dans tout le paragraphe 8.3, on considére une fonction f et sa courbe repré-
sentative (C) dans un repere cartésien.

Pour construire (C), il faut repérer les points du plan en correspondance
avec les couples (x, f(x)); quand x tend vers I'infini, ou quand f(x) tend vers
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I’infini, il est impossible de tracer (C) point par point : on est en présence de
branches infinies. Trois grands types de cas sont alors possibles. Pour chacun
d’entre eux, les limites ci-dessous peuvent étre différenciées suivant le signe
de I’infini.

8.31 Casou lim f(x)=xavecacR

xX—a

La droite d’équation x = a, paralléle & Paxe des ordonnées, est asymptote a la
courbe (C).

Remarque : le résultat est identique pour lim f(x) =coetpour lim f(x)=eo.
x—a” x—at

Exemple : voir I’exemple du paragraphe 8.3.2.

832 Casou lim f(x)=aavecacR

X—>oo

La droite d’équation y = a, paralléle a 'axe des abscisses, est asymptote a la
courbe (C).

x
Exemple : la fonction f: x> ] est définie et continue surtout | C R~ { -1},

X+
sa courbe représentative (C) admet pour asymptotes :

o ladroite d’équation x = — 1 car lim f(x) = oo;
x—=-1

o la droite d’équation’y = 2 car lim f(x)=2;
X0

y A
(9]

2 y=2

It/ ©

ofl 1 x
x=-1
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Nota : il est possible d’obtenir des précisions supplémentaires :
d’une part, puisque pour x > — 1 ona2x - -2,
quandx — —1* (x + 1) > 0% et f(x) > — oo,

quandx — —1" (x + 1) > 0 et f(x) > + oo;

4 2x ) 2
‘aut rt, pui. =2- ,
autre part, puisque —— T+l
-2
quand x — + oo v 0 donc f(x) — 2~ et (C) est au-dessous de son asymp-
tote,
quand x — — o x—? — 0% donc f(x) - 2% et (C) est au-dessus de son asymp-
tote.

833 Casov lim f(x)=
X—ro0
Trois cas peuvent alors se présenter :

a) Soit lim @ =oo
x—3e0 X

Dans ce cas, la courbe (C) admet une branche parabolique dans la direction
de I'axe des ordonnées (c’est-a-dire de la droite d’équation x = 0).

Exemple : la fonction f : x v X% est définie et y‘r
continue sur R;
lim f(x) = + o, y=+
| xj =40
) .
im — = lim x=o
x|+ X |x] =+ o0 1+
o 1 x
f&x) _

b) Seit lim — =

x> X

Dans ce cas, la courbe (C) admet une branche parabolique dans la direction
de 'axe des abscisses (c’est-a-dire de la droite d’équation y = 0).
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Exemple : la fonction f : x > \/x est
définie et continue sur R ;

lim f(x) =+ oo,
X =t oo

1
im T = wm Lo
x—=+o0 X X—rt oo \/E
x
¢) Soit lim &=aavecae R
X —>o00

Dans ce cas il y a deux possibilités :

e si lim (f(x)—ax)=eco,

y=Vx

"y

la courbe (C) admet une branche parabolique dans la direction de la droite

d’équation y = ax.

Remarque : le cas présenté au paragraphe 8.3.3, b n’est qu’un cas particulier

de cette premiére possibilité.

Exemple 1 : la fonction f: x> x + \/x — ] est définie et continue sur [1, + oo :

i
lim f(x)= lim x(]+ * )=+w,

Xt X—>+oo X

lim — = lim
X —>+o00 X x>+

ftx) ( \/x—I)
3 1+ . =1,

lim (f)-x)= lim \/x—1 =+eo;
X oo Xx—>+oo

la courbe représentative de f admet une
branche parabolique dans la direction de

la droite d’équation y = x.

X —doo

X oo

X —=roo

vh y=fx

HV

e si lim (f(x)—ax)=0b,avech e R, c’est-a-dire si lim (f(x)—(ax+ b)) =0,

x oo

la courbe (C) admet une droite asymptote d’équation y = ax + b et,

quand lim (f(x) — (ax + b)) = 0* 1a courbe (C) est au-dessus de Pasymptote,

quand lim (f(x) - (ax + b)) = 0~ la courbe (C) est au-dessous de 'asymptote.

1
Exemple 2 : la fonction f: x = x + 1 + — est définie et continue sur R* et
x

sur ¥
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1
lim (f(x)—(x+1))= lim ;:0,

X300 x—oo0

la droite d’équation y = x + 1 est donc
asymptote a la courbe représentative
de f quand x tend vers l'infini;

1
quandx - + o — — 0" donc la
x

courbe est au-dessus de I’asymptote,

1
quand x — — o0 — — 0 donc la
x

courbe est au-dessous de I’asymptote. y=fx

8.34 Remarques d propos des définitions des asymptotes
et des branches paraboliques

Remarque 1 : de maniére plus générale, si f et g sont deux fonctions (définies
quand x tend vers I'infini) telles que lim (f(x) — g(x)) =0, les courbes repré-
x—yoa

sentatives de f et de g, dans le méme repére cartésien, sont des courbes asymp-
totes 1'une de I’autre quand x tend vers 'infini. Cela signifie que les courbes
représentatives de f et de g «se rapprochent de plus en plus 'une de I’autre,
sans jamais se toucher, quand x tend vers I’infini ».

Remarque 2 : dans le cas des branches paraboliques, il est possible de trouver
des courbes asymptotes. Ainsi, par exemple, si lim (f(x) - (ax® +bx+¢))=0
X —>o0

la courbe d’équation y = ax? + bx + ¢ (parabole) est asymptote a la courbe
d’équation y = f(x) et on est en présence d’'une branche parabolique dans la
direction de I’axe des ordonnées quand x tend vers I’infini.

Remarque 3 :

* Si une courbe admet une droite pour asymptote cela signifie que la
courbe «se met a ressembler a cette droite en s’en rapprochant de plus en plus,
mais de moins en moins vite ».

* Si une courbe admet une branche parabolique dans la direction d’une
droite cela signifie que la courbe «se met a ressembler a cette droite en s’en
éloignant de plus en plus, mais de moins en moins vite ».
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[] Etude

d’une fonction

¢

9.1 PI.AN D'ETUDE D’UNE FONCTION

Soit f une fonction réelle de la variable réelle x et (C) sa courbe représenta-
tive dans un repére cartésien ; I’étude de f nécessite les cinq étapes suivantes :

9.1.1 Domaine

Trouver le domaine de définition, noté souvent 9f, de f, c’est-a-dire élimi-
ner de I’ensemble des réels les éléments qui n’ont pas d’image par f.

Chercher les intervalles ol f est continue. Etudier les points de disconti-
nuité et trouver d’éventuels prolongements par continuité.

Préciser le domaine d’étude s’il n’est pas nécessaire d’étudier f sur
I’ensemble If : parités éventuelles, symétries apparentes, périodicité.

9.1.2 Derivee

Déterminer les intervalles de dérivabilité de f et, sur ces intervalles, calcu-
ler f'(x); éventuellement, étudier la dérivabilité des prolongements par conti-
nuité. Il faut alors :

« étudier le signe de f” et en déduire les variations de f;

« étudier les points stationnaires olt f'(x) = 0 (maximums, minimums, points
d’inflexion stationnaires);

« étudier les points ol f existe mais ol f'n’existe pas et trouver la position des
tangentes ou des demi-tangentes en ces points.
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9.1.3 Bornes et limites

Chercher les valeurs de f(x), ou ses limites, aux bornes des intervalles
d’étude (cette recherche a pu &tre commencée lors des étapes précédentes) :

« préciser la position des demi-tangentes aux bornes quand ces demi-tan-
gentes existent ;

« étudier les branches infinies : asymptotes et branches paraboliques. Even-
tuellement, il faut trouver 1’équation cartésienne de la courbe asymptote et la
position de (C) par rapport a cette asymptote ; cette recherche est obligatoire
si la courbe asymptote est une droite.

9.1.4 Tableau de variations

Rassembler les résultats trouvés dans un tableau.

9.1.5 Représentation graphique

Tracer (C) dans un repere cartésien. Préciser les unités choisies sur chacun
des axes. Utiliser les symétries et les translations éventuelles.

9.1.6 Compléments a I'étude

Si les cinq étapes précédentes ne permettent pas d’obtenir une assez bonne
précision pour construire (C), il peut étre nécessaire de compléter 1’étude par
les recherches suivantes :

« calcul de la dérivée seconde pour préciser la convexité, la concavité, les
points d’inflexion ;

« calcul des coordonnées de certains points remarquables et étude éventuelle
des tangentes, ou demi-tangentes, en ces points : points d’inflexion, points
d’intersection de (C) avec les axes du repére ou avec les courbes asymptotes
éventuelles, points quelconques, etc.

9.2 EXEMPI.ES D’ETUDE DE FONCTIONS

921 Etude de la fonction f: x b x3- |x|

» Somme de fonctions définies et continues sur R, f est définie et continue
sur R. Soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé.
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o fest dérivable sur R* et sur R¥ :

—six<0,|x|=-x fxX)=x+x,
f(x) =322 + 1 donc f'(x) > 0 et fest croissante sur R*,
f”(x) = 6x donc f"(x) < 0 et fest concave sur R*;

—six>0,|x|=+x, f(x)=x-x,

1 1
fx)=32-1= 3( - —)(x+ —), f(x) a le méme signe que
V3/\ V3
1

3x% - 1 qui s’annule en changeant de signe pour x;, = — — etx, =+ ——

donc : \/§ \/5

1
sur |[——, + oo f'(x) > 0 et fest croissante,
]\/5 [

1
sur ]0, —_— [ f(x) <0 et fest décroissante,
V3

1 1 1
f/(x) s’annule en changeant de signe en ——, le point (—, f (—))

est un extremum, d’aprés les variations de f c’est un minimum local:

f1=1_1=_2z_038
(\/5)3\5\/5 V3

f”(x) =6x donc f”(x) > 0 et f est convexe sur R* ;

-six=0 f(0)=0,
. ) -fQ0) . XP+x x
lim ———~=lim —— = lim — =1,
x>0 x-0 x>0 X =0 X

(C) admet une demi-tangente de coefficient directeur 1 a gauche en 0 (quand
(x, f(x)) tend vers (0, 0) avec x < 0),

. f@-f0 . XP-x . —x

lim ———— = lim =

= = lim —=-1,
x—0" x-0 x-0" X x—0" X

(C) admet une demi-tangente de coefficient directeur — 1 a droite en O
(quand (x, f(x)) tend vers (0, 0) avec x > 0).

Remarque 1 : il était possible d’écrire (voir 7.2.4) :

f est continue sur R, puisque f est dérivable sur ]0, + o[ et que

~f0
lim Fe) = lim G2 -1=-1ona tim 22 __ 1 de meme,
x—0* x—0* x—0" x-0
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puisque f est dérivable sur |- oo, O[ et que hm fx)= lirr(}_ B+ D=+1
—y

fx) - f(0)
ona lim ————=

1.
x—=0" x-0 =t
Remarque 2 : on vérifie que f n’est pas dérivable en zéro puisque
fx) - f(0) . f() - f(0)

lim # lim
x—0" X - x>0 x-0

e lim f(x)= lim x>=+ oo, Ilm f= lim xX*=-

X—>+00 X400 x—>—o0

fo _ lim x?=+ocodonc:
[x| =2+ x [x|—>+o0
la courbe (C) admet une branche parabolique dans la direction de I’axe des
ordonnées pour x infini.

» Quelques valeurs : f(1)=0, f(2)=6, f(-1)=-2.

v

x |- 0 L +
\/3 14

, + - 0 -

Fe) +1|[-1 |
0 + o0 (0] W 1 x
fx) / \ ) /
33
—oo —>

rel - | +

9.2.2 Etude de la fonction f: x » x V1 - x2

e Il faut 1 — x* = 0 donc x € [~ 1, + 1), produit de fonctions définies et conti-
nues f sera alors définie et continue sur [- 1, + 1].

f(=x)=—x"V1-x* =~ f(x) donc fest une fonction impaire sur [- 1, + 1],
sa courbe représentative (C), dans un repére orthonormé, est symétrique par
rapport a I’origine des axes : on étudie fsur [0, 1].
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 festdérivable sur ]- 1, + 1[ (il faut 1 — x> > Q) et

—2x —x2+1-x 1-2x?
f=x. —— _ +\V1-£= = ,
2V1-x2 V1-x? \V1-x2

fmalesignede 1 —2x2=(1-V2x (1+ \/ix) qui s’annule en chan-

. 1 1
geant de signe pour x; =— —— etx, =

NV

1
sur [O, 7_ [ f'(x) > 0 alors fest croissante,
2

1
sur ] 7_ , 1[ f'(x) < 0 alors fest décroissante,
2

1 1 1
f’(x) s’annule en changeant de signe en ——, le point { ——, f[ —= || est
2 V2 T \WV2
un extremum ; d’apreés les variations de f ¢’est un maximum :
1 1 1 1
V2 V2

o f’n’existe pas en 1 mais fexisteen 1 : f(1)=0et

. fO-f1) . xV1-x VU +x0) A =-x)
m —————=]lm — = lim
x> 1 x-1 =1 x-1 x>1" —(1-x)
. -xV1+x
= lim =—oco

la courbe (C) admet une demi-tangente parallele a I’axe des ordonnées a
gauche en 1.

Remarque 1 : on aurait pu aussi écrire que, puisque f est continue sur [0, 1]

) . 1 -2x?
et dérivable sur [0, 1[ et que xlgrll_ fx) = xli)rrll_ 7@ = — oo, ON a
. f-f)
S

« f(0) = 0; le point (0, 0) est un point d’inflexion puisqu’il est le centre de
symétrie d’une fonction continue et dérivable en zéro; le coefficient angu-
laire de la tangente a (C) au point (0, 0) est f'(0) = 1.
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Remarque 2 : sur |- 1, + I[ le calcul de la dérivée seconde donnerait
" x(2x%-3)

f =

1-x»HV1-x2

(point d’inflexion).

qui ne s’annule en changeant de signe que pour x =0

1 yh
X 0 ] 1
V72 5
£ 1 + 0 - . 1
-1 V2 o

1
| 2 \
0 0

SN\
Sl-

On trace d’abord (C) sur [0, 1] puis on obtient (C) sur [- 1, 0] & ’aide de la
symétrie par rapport au point (0, 0).

9.2.3 Etude de la fonction ftelle que : f(x) = x* - |x|
pour x < 0, f(0) = 0, et f(x) = x V1 - x? pour x > 0

La fonction f est définie sur ]— e, 1] :
e sur |- oo, O] I’étude de f a été effectuée au paragraphe 9.2.1;
o sur JO, 1] I’étude de f a ét€ effectuée au paragraphe 9.2.2;
« il reste a étudier la continuité et la dérivabilité de f en zéro.

lim f(x) = lim x> - |x| =0 = f(0) donc fest continue 4 gauche en 0,
x—0 x—0

1iI{)l+ fx)= lir{)l+ x V1 -x% =0= f(0) donc f est continue 2 droite en 0,
X X

f(O)= lim f(x) = lim_ f(x) donc fest continue en 0, et, en définitive f est
x—0 x—0
continue sur - oo, 1].

— f(0 -
im T2SO _ L fim % 21 done £ est dérivable 2
x>0 x-0 x—>0" X =0 X

gaucheenOet f;(0) =1,
— £ -2
tim JOSO oy VI \/T-2 = 1 donc fest deri-

x—0" x-0 x—0" X x—0

vable a droite en 0 et £;(0) =1,
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jZ(O) = f3(0) = 1 donc f est dérivable en 0 avec f'(0) = 1 et, en définitive,
fest dérivable sur ]— oo, 1].

v A
X |—o0 0 L 1 1
2 11
£ + 1 + 0 —_w 7% ; |
— / 11
1 A V2
7 0/2\ é
e N
(x-1p

9.24 Etude de la fonction f: x W

Nota : pour tracer la courbe (C) représentative de f, on utilisera un repére

-
orthogonal (O, i, j) ou les unités de longueur seront différentes sur I’axe des
; . .
abscisses et des ordonnées dans le rapport 2 (par exemple si ||i || = 1 cm alors

17 =
J||—§Cm)-

o Il faut x — 2 # 0; fest définie sur R — { 2 }, quotient de deux fonctions poly-
ndmes f est continue et dérivable sur tout intervalle de R - { 2 }.

. = EDBE-DH-6-1PQG-2) _ G-DPa-DE-4)
(x— 2)4 (x _ 2)4
f(x) ale méme signe que (x — 2)(x — 4) qui s’annule, en changeant de signe,
pourx=2etx=4:

f est croissante sur ]- oo, 2[ et sur }4, + o[ car f'(x) > O pour tout x de
J=o0,2[ U J4, + oo[ ;

fest décroissante sur ]2, 4[ car f'(x) < 0 pour tout x de ]2, 4[;

S’ s’annule sans changer de signe en 1, le point (1, f(1)) est donc un point
d’inflexion stationnaire avec f(1) = 0; f’ s’annule en changeant de signe en
4, le point (4, f(4)) est donc un extremum (minimum) avec f(4) =6,75.
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six 22, (x-12 > 1let(x-2)?—> 0" donc lim2 J(x) = + oo, la droite
x—=
d’équation x = 2 est asymptote a (C).

©=3x2+3x-1 _ 3x-5

si x = oo, comme f(x) = 2 dred x+1+m(voirla
division ci-dessous), on a :
leli_lgw @) -&x+1)= B3 +3x-1| 2—4x+4
3y 5 — x> +4x? - 4x x+1

lim % - 2_x-1

bl X% = Rx 4 -x*+4x-4

lim i =0 et donc 3x-3

x| >+ X

la droite d’équation y = x + 1 est asymptote oblique a (C),

. . . . 3
Six 9>+, lim f(x)= lim x=+oet lim — =0* (C) est au-dessus
X—>+oo X—+oo x>+ X

de son asymptote oblique,

six > —oo, lim f(x)= lim x=-ocoet lim 3 =0, (C) est au-dessous
xX——oco x——00 x—3—0o0 X

de son asymptote oblique.

Quelques valeurs : f(— 3) = — 2,56; f(0) = - 0,25; f(3) = 8; f(7) = 8,64,

Abscisse du point d’intersection de (C) et de son asymptote oblique : en ce

. (x=13 5
pomt,—2=x+14:)x3—3x2+3x—1=x3—3x2+4=>x=—zl,7
x-2) 3

x e 1 2 4 4o 4
fx) + 0+ -0 +
+oaf|+ 00 + 00
f(x) 0/ \ /
7 &8, 6.75 1
y=x+1

=
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9.3 PRESENTATION SUCCINCTE DES FONCTIONS CIRCULAIRES

(Nota : le lecteur pressé peut se contenter d’une étude peu approfondie de
ce paragraphe 9.3).

9.3.1 Définitions

Soit le plan muni du repére A .

orthonormé (O, O_A), O—B)); soit le B
. , — —— - U o
point O’ tel que OO0’ = OA + OB; @V/
les vecteurs OA, OB, AO’ sont des '
vecteurs unitaires :
. e
(lOA|=]0B|=[A0"| = 1). * -
5 »-
On appelle : 0 4

axe des sinus, la_) droite (OB)
munie du repére (O, OB),

axe des cosinus, la droite (OA)
—
munie du repére (O, OA),

axe des tangentes, la_) droite
(AO’) munie du repere (A, AO).

a) Le cercle trigonométrique

Soit (‘€) le cercle de centre O et de rayon OA, orienté dans le sens direct :

o () est orienté : le chemin parcouru par un mobile parti de A dans le sens
inverse de celui suivi par les aiguilles d'une montre est mesuré positive-
ment; le trajet est alors effectué dans le sens direct; le sens contraire
(sens horaire) est appelé sens indirect.

¢ (%) a pour rayon 1 : si le mobile parcourt une fois la circonférence du cercle
(6), la longueur du chemin parcouru est égale & 2n radians (en effet
2nr =2n pour r = 1).

Remarque 1 : un cercle trigonométrique est un cercle de rayon 1 orienté dans
le sens direct (ou sens trigonométrique).

Remarque 2 : un radian est la valeur absolue de la mesure d’un arc de cercle
dont la longueur est égale au rayon du cercle (un arc de 1 degré est égal a

circonférence X . .. circonférence
——— ~——.,unarcde l radianest égala ——— |,
360 2n
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b) La définition des fonctions sinus, cosinus, tangente

Soit x la mesure en radians d’un arc AM (ou de ’angle (61_4), W )); soit K
le projeté orthogonal de M sur I’axe des sinus, H le projeté orthogonal de M
sur I’axe des cosinus, T le point d’intersection de la droite (OM) et de I’axe des
tangentes :

¢ pour tout x de R on note OK = sin x (lire «sinus x»),

« pour tout x de R on note OH = cos x (lire «cosinus x»),

T N
e pour tout x de R — {E +kn ke ”Z } on note AT = tan x (lire «tangente x»,
noté aussi tg x).
Les relations entre le nombre x et les nombres OK, OH et AT permettent de

définir respectivement la fonction sinus (notée sin) de Rdans [- 1, + 1], la
fonction cosinus (notée cos) de R dans [- 1, + 1], la fonction tangente (notée

tanoutg)deR—{g+k1t;ke Z}dansR,ona:

sin: x> sinx=0K: cos:x+>cosx=O0H; tan:x+>tanx=AT.

Remarque 1 : les fonctions ci-dessus sont appelées indifféremment fonctions
trigonométriques (définies 2 1’aide de triangles (trigones) rectangles d’hypo-
thénuse de longueur égale a 1) ou fonctions circulaires (définies a 1’aide du
cercle trigonométrique).

Remarque 2 : les définitions précédentes permettent de déduire que :
~l1<ssinxs],-1<<cosx=1,—co<tanx < + oo,

Remarque 3 : les fonctions circulaires sont périodiques ; quand elles sont défi-
nieson a, avecke Z:

« sin (x + 2km) = sin x, la fonction sin a pour période 27 ;
« cos (x + 2km) = cos x, la fonction cos a pour période 27;
« tan (x + km) = tan x, la fonction tan a pour période 7.

Remarque 4 : on utilise certaines conventions d’écriture; par exemple, on
écrit plus souvent sin x que sin (x) et, si n est un nombre entier naturel, plus
souvent sin”x que (sin x)".

9.3.2 Relations trigonomeétriques

a) Relations fondamentales

e Pour tout x de R le théoréme de Pythagore permet d’établir que
sin? x + cos?x = 1.
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« Pour tout x de R — {g +kn; ke Z} le théoréme de Thalés permet d’établir

sin x 5 ) . 5 5
que : tan x = etdonctan“x+ 1 = puisque sin“ x + cos“ x = 1.

Cos x COS2 X

b) Symétries

Quel que soit le nombre réel n
x,ona: 2
e sin (—x) =—sin x;

sin (Tt — x) = sin x; R S I
sin (T + x) = —sin x;

e cOs (—x)=cos x;
cos (M—x)=—cos x;
cos (T +x)=—cCos x;

|

et quel que soit le nombre réel R+ N b D
x¢g+k1t,avecke Z,

ona: 3n

e tan (- x) =—tan x; tan (T —x) = —tan x; tan (% + x) = tan x.

¢) Formules d’addition et de duplication

Quels que soient les nombres réels a et b, on a :

sin (a + b) = sin a cos b + sin b cos a; sin (a — b) = sin a cos b — sin b cos a;
sin 2a = 2 sin a cos a;

cos (a + b) = cos a cos b - sin a sin b; cos (@ — b) = cos a cos b + sin a sin b;
cos 2a=cos’a-sinfa=2cosla-1=1-2sin%a.

9.3.3 Quelques résultats remarquables

a) Une limite importante

. sinx
On peut montrer que lim —— =1.
x—=0 X
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b) Tableau de valeurs usuelles

T T n n
x 0 — - Y 5 T
6 4 3 2
1
sin x 0 e ;\/5 ﬁ ! 0
2 2 2
1
oS X 1 ﬂ ﬁ 5 0 -1
2 2 2
V3
tan x 0 =5 1 V3 +ee | ‘ - 0
mesure d; x 0 30° 45° 60° 90° 180°
en degrés

9.3.4 Dérivées des fonctions sinus, cosinus, tangente

On peut montrer que, / étant un intervalle :

e sur R, sin’(x) = cos x et cos’(x) = - sin x;

1
2

. surICR—{%+k1t;ke Z},tan’(x)=1+tan2x=

cos™Xx

9.35 Représentations graphiques
des fonctions sinus, cosinus, tangente

Les fonctions sinus et tangente sont impaires et la fonction cosinus est
paire (voir 9.3.2, b). Il est aisé de dresser les tableaux de variation et de tracer
les courbes ci-dessous :

b1 ./
x 0 — n x |0 — T x |0 —
2 2 2

sif” |1 + 0 - -1 cos’ [0 - -1 - O tan” |1+

T T o
sin / \ cos —~ 0 - tan /
0 0 -1 0
(—
sin” |0 - 0 cos” - 0 + tan” |0+
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i
a
I
0[a
QS —
NI
a
M|§‘
i
\

1

cos 2x

Exemple : éude de la fonction f : x
T T T
e Puisque cos 2x = 05i 2x = 0 + km, avec k € Z, donc si x = 7 + k?,fest défi-

T n
nie sur 9= R_{Z +k ?} ; elle est continue et dérivable sur tout intervalle de 9.

cos (2x + 2R) = cos (2(x + &)) = cos 2x donc f(x) = f(x + km), f a pour période T.
1

fox) = cos (- 2x) " cos 2x

Il suffit d’étudier la fonction f sur un domaine correspondant a une demi-

= f(x), f est paire.

. n Tox
période, par exemple sur [0, 7 [u ] E 3}
w'(x) _ 2sin2x
(u(x))?  cos’ 2x

(f(x)ale

» Avec u(x) = cos 2x, u'(x) = - 2 sin 2x, f(x) = —

méme signe que sin 2x.
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T
sur [0, Z[ f(x) = 0 et f est croissante,
T
sur ]Z 3] f(x) = 0 et f est croissante,
n
f(x) s’annule en changeant de signe en 0 et en 7 les points (0, f(0)) et

n T
(;,f(;)) sont des extremums locaux : f(0) = 1 etf(%) =-1

n 1
e cos — =0, donc lim f(x) = oo, la droite d’équation x = 7 est asymptote a la
T
xX=>—
7

courbe représentative de f.
(Les variations de f permettent de préciser les signes de Uinfini mais on peut
aussi remarquer que :

T i
quand x — 7 cos 2x — cos > — 0% et f(x) > + o

+ +
quand x — 7 cos 2x — cos > — 0" et f(x) > —)

o Les résultats ci-dessus permettent de représenter la restriction de f a

n TN N
[0, z[u]z ?] dans un repére orthogonal (0O, i, j); larestrictionde f a

’

2 4
5
ordonnées ; des translations de vecteur kni, avec k € Z, appliquées a la courbe

T n n . L. .
[— — - ~[uj|— i O] s’obtient par symétrie par rapport a Iaxe des

. . n n T T T T
restreinte a [— —_, = —[u]— —, —[U]—, ;] donnent alors la courbe
2 4 4 4 4 2
représentative de la fonction f.
y“
« lo r r
4 2
fl| 0 + + 0 _p 3| x n ln|m3m| o5 3@
4| 24l 0la|24 4l 2
+ o0 (?_1 T T T t >
f(x) / / -1+
]_) —_ 0
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I'] Fonctions
logarithme,
exponentielle,
puissance

#

1 0.1 L roncrion LOGARITHME NEPERIEN

10.1.1  Définition

Quand n € Z ~ {- 1} la fonction x > x" admet pour primitives, sur R*, les

X +1
fonctions x
n+1

1 . ,
X 5 est continue; elle admet donc des primitives sur R* :

+ ¢ ol ¢ est une constante réelle. Or, sur R*, la fonction

On appelle fonction logarithme népérien, notée In, la primitive sur R*, qui

1
s’annule en 1, de la fonction x — — .
x

Remarque : d’autres notations sont possibles, on a : In(x) = In x = Logx=Lx
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10.1.2 Propriétés essentielles

a) Conséquences immédiates de la définition

1
In 1 =0 et pour tout x de 10, + [ (In x) = — (On note indifféremment :
x

d
(Inx) =In'(x) = _d; Inx.)

Remarque : si la fonction u est dérivable sur un intervalle I :

d ()
e siu(x) >0, — ln(u(x))— () ur /;
. ()
siu(x) # 0, dxln|u(x)| () ur I.
Exemples
11i11x2—_2x—2x
sur J-1, + 1 n { )-1 2 2-1
] lle d 1 1 d In(x*>~1)= 2
sur un intervalle de J— oo, — 1[ U ]I, + oof o n (x*- )_xz—l
d d 2x
o sur un intervallede R— (-1, 1} Elnl]—xz|=gln|x2—1|= Zo1

b) Propriétés algébriques
Soit a et b deux nombres réels strictement positifs; on a :

Inaxb=Ina+Inbd, m%:lna—lnb, Ing"=nlnaavecne Q

(les résultats du paragraphe 10.3 étendent cette propriété a n réel).

10.1.3 Limites

lim In x = — o, la courbe représentative de In admet pour asymptote I'axe
x—0*

des ordonnées.

Inx
im Inx=+eet lim —— =0, la courbe représentative de In admet une
x> +00 x>t X

branche parabolique de direction I'axe des abscisses.

Inx In(1+h) .
= lim ——h— =1 est la valeur de la dérivée de In en 1.
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10.1.4 Le nombre e

Le nombre solution unique dans R* de I'équation In x = 1 est noté e, on a
donclne=1.

Remarque : ¢ =~ 2,718281828... est un nombre irrationnel et on peut montrer

1 1 1
quee=1+ﬂ+ﬁ+§+...

10.1.5 Tableau de variations et représentation graphique

D’apres les résultats précédents, le plan étant muni d’un repére ortho-
normé,on a:

yA

(In x)’ +

In x

DN

y=Inx

Remarque : la fonction In est une bijection de ]0, + oo sur ]- oo, + o[, elle est
strictement croissante sur )0, + oo, donc :

« elle admet une fonction réciproque (voir 10.2),
« si a et b sont des nombres réels strictement positifs, on a :
I Ina=lnbea=b,

Ina<lnbea<eb.

Exemple : résolution des équations :

(A):in(x-2)(x=1)=In(2x+ 8),
(B):In(x-2)+In(x-1)=In(2x+8);

ona:(2x+8) >0sixe |-4, +oof, (x=2)(x—1)>0sixe€ J-o0, I[ U ]2, + oof,
(x—2)>0sixe ]2, +oof, (x—1) >0sixe ]I, +oof;
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o U'équation (A) est définie pour x € J-4, 1[ U ]2, + oof, elle est alors équivalente a
(x=-2)(x-1)=2x+8=x-2x—x+2=2x+8
oxX-5x—-6=0&(x+1)(x-6)=0,
I’équation (A) a donc pour solutions x; = — 1 et x, = 6;

o ['équation (B) est définie pour x € ]2, + oof, elle est alors équivalente a I’équa-
tion (A), elle admet donc pour solution unique x = 6.

I 0.2 l.A FONCTION EXPONENTIELLE NEPERIENNE

10.2.1 Définition

La fonction exponentielle népérienne, (appelée souvent, simplement, fonction
exponentielle), notée exp, est la fonction réciproque de la fonction logarithme
népérien, on a :
y=expx)ox=Iny
avec xe R et ye R

Remarque : pour tout x de R, In (exp (x)) = x; pour tout x de R*, exp (In x) = x.

10.2.2 Notation

On peut montrer que, pour tout o de Q, exp () = e*; puisque la fonction
exp est continue sur R (fonction réciproque de la fonction In), on prolonge
cette propriété a tout o de R — ) en utilisant la notation exp (x) = e* pour tout
xde R, on adonc :

l y=€e"ox=Iny
avec xe R et ye R*

10.2.3 Proprietes

La réciprocité des fonctions In et exp et les propriétés de la fonction In per-
mettent d’établir les résultats présentés dans ce paragraphe.

a) Propriétés algébriques

Soit o et B des nombres réels;

e(!
=1 , el=e , e*>0 , e*.ef=e**P | = =e* B | (er=en
e
avec n € @ (les résultats du paragraphe 10.3 étendent cette propriété a n
réel).
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1 8
Exemple : résolution de I’équation (E) : * — prinirs ; cette équation est définie

sur R et peut s’écrire :

8 8 8
e"—e"‘—; =0@e“(82‘—?e‘—1)=0ﬁe2"—? & — 1 = 0 soit, en posant

8 1

X = & (alors X > 0), X? - 3 X-1=0s(X-3) (X+ ?) = 0 qui admet pour
1

solutions X; = 3 et X, = — 3 or il faut X > 0, donc I’équation (E) admet pour

unique solution X; = ¢* = 3, c’est-a-dire x = In 3.

b) Dérivée

La fonction exponentielle est dérivable sur R, pour tout x de ]— oo, + oof

d
(e") =¢* (on note indifférement : (e*)’ = exp’ (x) = - e").

Remarque : si la fonction u est dérivable sur un intervalle /,

— "D =y/(x). e sur .
d , ,
Exemple : sur R, . RS2 = (1252 4 §)et +5x+2

¢) Limites

lim e* = 0%, la courbe représentative de exp admet pour asymptote I'axe

X—3=~o00

des abscisses.

e*
lim ef=+cet lim — =+ oo, la courbe représentative de exp admet une
X— + o0 x>+ X

branche parabolique de direction 'axe des ordonnées.

et—1

lim

= 1 est la valeur de la dérivée de exp en 0.
x>0 X
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10.24 Tableau de variations et représentation graphique

D’aprés les résultats précédents, le plan étant muni d’un repére ortho-
normé, on a :

X |- 0 I +eo
G +
+ co
5]
e*
1
0

Remarque : la fonction exp est une bijection de ]— oo, + oo sur 0, + o[, elle
est strictrement croissante sur ]— o, + oo, donc si @ et B sont des nombres
réels, on a :

e*=efoa=p,

e*<eboa<p.

x)3

Exemple : résolution sur R de I’inéquation >— > 1; Uinéquation équivaut a
e

2
>l >2o0x> 3 et donc ’ensemble de ses solutions est Iintervalle

o

(Nota : on pouvait aussi écrire I'inéquation :

3 2 3x-2 0 2
exec>loeri>e 4:)3x—2>0@x>§)

I 0.3 I-ES FONCTIONS LOGARITHME ET EXPONENTIELLE DE BASE o

(Nota : le lecteur pressé peut se contenter d’une étude peu approfondie de
ce paragraphe 10.3)

La fonction exponentielle de base a, notée exp,, est définie sur R, pour tout o
réel donné strictement positif, par :

= — axl 1S *
y=exp,x=e*"%otia e R¥

et on note, de préférence : y = exp, x = a*.
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La fonction logarithme de base a, notée log,, est définie sur R¥, pour tout a
réel donné strictement positif et différent de 1, par :

nx
y=log,x = g otac R - {1}.

Remarque 1 : la fonction logarithme népérien (resp. exponentielle népé-
rienne) est la fonction logarithme (resp. exponentielle) de base e (Ine = 1).

Remarque 2 : la fonction logarithme de base 10 s’appelle fonction logarithme
décimal et se note log, on a donc :
In x

In10°

pour tout x de 10, + o[, log x =

Remarque 3 : formules de changement de base :
Si a et b sont des éléments de R* — {1},ona:

Inx Inx Ina
nb _ Ing  Inb

e log, x = = log, x x log, a pour tout x de R*;

In b
.bx_:exlnb:exlna. na =exlna.logub___axlog”bpourtoutxde R.

Remarque 4 : pour tout a élément de R* — {1} , la fonction exp, est la fonc-
tion réciproque de la fonction log,, ona:

y=a"ox=log,yavecye R¥, xe R ae R¥-{1}.

Remarque 5 : les propriétés des fonctions log, et exp, se déduisent aisément
de celles des fonctions In et exp. Dans la résolution d’un exercice, il est sou-

Inx
vent commode de transformer log, x (resp. a*) en — (resp. e* Inay,

Ina

On obtient, en particulier, si a et b sont deux nombres réels strictement positifs
et si o et B sont deux nombres réels quelconques :

1 al\* a%
a®xaP=a®*P | (@*P=g**P a‘“:; , a%x b%=(axb) ) =

Exemples :

.23x2\/§=23+\/§=e(3+\/§)ln2 ~21,32;

V25 3V2 o V2 eV2In6 126,
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Remarque 6 : le plan étant muni d’un repere orthonormé, on obtient les repré-
sentations graphiques ci-dessous :

v yA
a>1 a>1
1
> 1
0 ) x 0<a<l
0<a<]l 0 j x>
y =log, x y=a'

10.4 La roncrion puissaNcE (exposaNTS RécLs)

paragraphe 6.6.4; on peut prolonger la définition de cette fonction a tout élé-

| Pour tout élément m de Q*, la fonction x — x™ de R* dans R* a été définie au
ment m de R puisque x™ = €™ * pour tout x de R*.

On retrouve, en les généralisant, les résultats obtenus pour m € Q¥*; en par-
ticulier, sixe R¥*etme R,ona:

ix’”: — emnx _ ﬁ eninx _ ﬂ xM=mxm-1.
dx dx X
Le plan étant muni d’un yA
repere orthonormé, on obtient, m> 1
suivant les valeurs de m, les m=1
représentations ci-contre.
0<m<l1
1 m=0
1 m < 0 .
(4] 1 x
y=xm

126 ¢« MATHEMATIQUES



10.5 Constquences pes umimes
DES FONCTIONS LOGARITHME, EXPONENTIELLE

ET PUISSANCE

10.5.1 Croissance comparée

A partir des deux résultats fondamentaux suivants,
. In x . e*
lim — =0%et lim — =+oo,
x—=+4+0 X X—=+00 X

(voir 10.1.3 et 10.2.3) on démontre que :

Si a et m sont deux nombres réels tels quea > letm > 0,ona:

y Inx y a*

im — =0 im =4 o0
X+ XM ’ X+ oo ’
. . m x
lim x™.lnx=0 , lim [x[" .a*=0.
x—0 X —>—oo

Remarque : on a coutume de dire, mais ce n’est pas une démonstration :
«quand x tend vers + oo les exponentielles de base supérieure a un I’emportent
sur les fonctions puissances qui I’emportent sur le logarithme népérien».

Exemple : démonstrationde lim_x"Inx=0oime R*%; onpose X = — quand
X

x—0
x> 0tonaX — + e donc:
. 1 inl InX . :
lim x"inx= lim — xlh— = lim - oilnl =0eton, sion
x—0 X+ XM X X+ oo \ XM xm

InY
poseX" =Y, InY=InX"=mlinXdoncinX=——/;quandx— + e Y — + oo donc :
m
nX . InyY . 1 {InY
lim x"Inx= lim |-—1|= lim |[-—— )= lim — —|—|=0(en
x50 X+ 00 xm Y+ o0 mY Y+ m Y

n x
définitive, on a fait apparaitre la limite fondamentale lim —— = 0).
x>+ X

10.5.2 Formes indéterminées exponentielles

Soit u et v deux fonctions définies sur un intervalle I avec u(x) > 0 pour
tout x de I; les fonctions puissance et exponentielle permettent de définir sur /
la fonction x = u(x)'® = @ Inu(),
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Si, alors, a est un point ou une extrémité de /, on peut établir le tableau sui-

vant :
« lim wx) In u(x) «et lim w(x)'®
«si lim u(x)=...» | «etsi lim v(x)=...» xoa r—a

x—a x—a donne la forme donne la forme
indéterminée. .. » indéterminée... »

0 0 0 X (o) o°

+ o 0 0 X (o0) o0

1 + oo oo X () 1=

Remarque : ce tableau complete le tableau des formes indéterminées du para-

graphe 6.3.

1
Exemples : six — + o0 — —0et
X

e lim

1V
ex =
X+ o0

o Ilim

x2

X+ o0

h — 0* quand x — + o, donc :

X+ o0
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. 1
im xin|1+ —
X

1 1
— —0donc: |1+ —
X
x 1
lim ex = Ilim ey =e¥=1

X—3+ 00

1Y 1
(1+— = lim e"'"(”;):e’=e,eneﬁet:sionp0seh=
X—>+ 0 X X—>+ o0

1
= i — = ] .1.3).
) hilf(g+ p In(l+h)=1(voir10.1.3)

1
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LKl Suites
arithmeétiques
et suites
géometriques

4

Dans tout ce chapitre, on appelle 9 un sous-ensemble de N tel que si n
appartient & & alors n+1 appartient 3 9 (sauf pour le plus grand élément
de 9 quand 9 est fini).

11.1 Giénéraunis A propos
DES SUITES NUMERIQUES REELLES

11.1.1 Définitions et notations

Les suites numeériques réelles sont des fonctions, définies sur un sous-
ensemble % non vide de N, i valeurs dans R.

Nota : toutes les suites présentées dans ce chapitre sont des suites numé-
riques réelles.

Soit # une suite : 'image par u de ’entier n est notée u, (plutdt que u(n))
et s’appelle terme général de la suite.
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«soit la suite (u,) ».

Au lieu d’écrire «soit la suite # : @ — R » on écrit plus fréquemment
neou,

Si ug (terme de rang 0) est le premier terme de la suite (#,) définie sur N, le

terme général u, (terme de rang n) est le (n+ 1)-iéme terme de la suite.

Une suite numérique peut étre définie :

o Soit par une fonction, de N dans R, définie & partir d’un certain rang.

1

vVn-3
1 1

o, uy=1, us= % , Ug= ﬁ , ... définie sur N-{0, 1,2, 3 ]

Exemple 1 : la suite (u,) telle que u,= a partir du rang 4 est la suite

o Soit par une condition initiale, qui fixe la valeur du premier terme, et un
procédé de calcul (une formule de récurrence), qui permet d’exprimer u,,,;
alaidedeu,.

Exemple 2 : la suite (u,) définie sur N* par u;,=5 et u,,;=2u,—1, avec n € N*
est la suite ot u; =5, u, =9, u3=17, ...

11.1.2 La démonstration par récurrence

Les travaux effectués sur les suites font souvent appel au raisonnement par

récurrence. Son principe est le suivant :

Soit une propriété susceptible d’étre vérifiée par les entiers naturels : si 'on
peut démontrer que cette propriété est vraie pour un entier (n +1) dés qu’elle
est vraie pour son prédécesseur n, alors il suffit de démontrer qu’elle est
vraie pour 'entier p pour qu’elle soit vraie pour tous les entiers supérieurs a p.

Exemple : soit a démontrer que les termes de la suite (u,) définie sur N*— {1 /,

telle que u, =n’—n, avec n = 2, sont divisibles par 5.

e Dans un premier temps, on vérifie que la propriété est vraie pour u; :
u,=2°-2=30=5x6

donc la propriété est vraie pour u,.

e Dans un deuxiéme temps, on suppose la propriété vraie pour u,; on pose donc

I’hypothése u, = 5k avec k € N* et on vérifie que si u, =5k cela entraine que u,,
est divisible par 5, il vient :

Uy =(n+1P—(n+1)=r’+5n*+ 100>+ 100>+ 5n+ 1 -n-1
=(n’=n)+5(n*+2n° +2n% +n),
donc, si u,=5k, on a u,,,;=5(k+n*+2n°+2n?+n); on en déduit que, si u, est
divisible par 5, cela implique que u,, , est aussi divisible par 5.

o Dans un troisieme temps, les résultats obtenus lors des deux premiers temps, per-
mettent de conclure que u, =n’—n est divisible par 5 pour tout n de N*—{ 1 /
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11.1.3  Suites monotones, suites bornées
Soit (u,) une suite de nombres réels définie sur @ ;

(u, ) est dite :

¢ stationnaire sur @ si, et seulement si, u,=u,,; pour tout n de @ ;
¢ croissante sur 9 si, et seulement si, ¥, <u,,; pour tout n de @ ;

* décroissante sur 9 si, et seulement si, u, > u,,,; pour tout n de 9 ;

* monotone sur D si, et seulement si, (u,) est soit croissante, soit décrois-
sante, soit stationnaire.

(u,,) est dite :
* majorée sur & lorsqu’il existe un réel M tel que u,, <M pour tout n de & ;

* minorée sur P lorsqu’il existe un réel m tel que m <u_ pour tout n de @ ;
q n

* bornée sur @ lorsque (u,, ) est a la fois majorée et minorée sur %.

Exemple 1 : sur N, la suite (u,) de terme général u,=n’ est croissante, minorée et
n’est pas majorée, en effet :

u 2
iadl = | pour n#0 puisque (n+1) >1;
n n

e (u, ) est croissante car u,=0, u, =0 et
n 0 n

s

* (u,) est minorée par tout nombre m <0 puisqu’elle est croissante et que u, =0;

o (u,) n’est pas majorée puisque lim x2=+o0,
X +o0

1
Exemple 2 : sur N*, la suite (u,) de terme général u,= — est décroissante et bor-
n

née, (minorée et majorée), en effet : ]
L, ey , (n+1 )2 n?
* (u,) est décroissante car u;=1, u,>0 et " <] puisque 7= 1P <lI;
n2
) 1
e (u,) est minorée par tout nombre m <0 car (u,) est décroissante et N ﬁ’fw 2z =0

(on a plus simplement u,>0);

® (u,) est majorée par tout nombre M =1 car (u,) est décroissante ef u;=1>u,
quel que soit n de N*,

Exemple 3 : sur N, la suite (u,) définie par le terme général u,=(—1)"*'n, n’est ni
croissante, ni décroissante, ni majorée, ni minorée; on a, en effet : uy=0, u;=1,
uy=—2, u3=3, uy=—4, us=5, ug=—6, ... (cette suite est dite alternée : deux termes
voisins sont de signes opposés).
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11.2 Sumes armuménques

11.2.1 Deéfinitions

Soit d un nombre réel; on appelle suite arithmétique (ou progression arith-
métique) toute suite (¢,) telle que :

Up1=U,+d pour tout n de B,

d est appelé raison de cette suite arithmétique.

Exemple : soit les nombres réels a et b; pour D=N, si u,=an+b on a
U, =a(n+1)+bdoncd=u,, —u,=a: (u,) est une suite arithmétique, sa raison
est a, ses premiers termes sont uy=b, u;=a+b, u,=2a+b, u3=3a+b, ..

. 2 [ 4
11.22 Expression du terme général
Si u, est le premier terme d’une suite arithmétique (z,) de raisond, on a:
U, =ug+nd.
Remarque : le terme u,, ci-dessus est le (n+ 1)-iéme terme de la suite (u,,).
Exemple 1 : la suite arithmétique (2, 5, 8, 11, ...) a pour raison d =3, son premier
terme est uy= 2, son vingt-sixiéme terme est uys=2+25X3=77.

Exemple 2 : la suite arithmétique (10, 6, 2, -2, -6, ...) a pour raison d=—4, son
premier terme est uy= 10, son onziéme terme est u;y= 10+ 10X (-4)=-30.

1123 Somme de N termes consécutifs

Soit N termes consécutifs d’'une suite arithmétique et S leur somme; si A est
le premier de ces termes consécutifs et si B en est le dernier, on a:

_Na+B).
3

Remarque : la somme des n premiers termes d’une suite arithmétique (u,,) de
premier terme u et de raison d est donc :

n n
E(uo + un_l)=—2“ (2u0+(n—1)d)

Exemple 1 : les n premiers entiers naturels non nuls constituent une suite arith-
métique de premier terme 1 et de raison 1, leur somme est donc :

n(n+1)

14243+, 4n= = (l+n)=
2 2
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Exemple 2 : en reprenant les caractéristiques de la suite de I’exemple 2 du para-
graphe 11-2-2, on a :

10+6+2-2-6-10-14-18-22-26-30= ; (10-30)=-~110.

11.3 Surmes ciomérmiques

11.3.1 Définitions

Soit r un nombre réel non nul; on appelle suite géométrique (ou progression
géométrique) toute suite (u, ) telle que :

U, =ru, pour toutn de,
r est appelé raison de cette suite géométrique.
Remarque :
* sir>0et r#1 la suite (4,) est monotone ;
* sir=1 la suite (u,) est stationnaire ;
* si r<0 la suite (u,) est alternée.

Exemple : la suite (u,) définie sur N par u,=a", oii a est un nombre réel positif
non nul et différent de 1, est une suite géométrique de raison a, croissante quand

a>1 et décroissante quand 0<a<lI; ses premiers termes sont uy=1, u,=aq,

w=a u;=a’ ...

11.3.2 Expression du terme général

' Si u, est le premier terme d’une suite géométrique (u,,) de raisonr,on a :

u,=uyr"
Remarque 1 : le terme u,, ci-dessus est le (n+ 1)-iéme terme de la suite (u,,).

Remarque 2 : le premier terme d’une progression arithmétique ou géomé-
trique est parfois appelé base de la progression.

1 1 1
Exemple 1 : la suite géométrique (2, 1, 37 ) a pour raison r= > » son

9
. 1 1
premier terme est u,= 2, son dixiéme terme est ug=2 (;) = 356"

Exemple 2 : la suite géométrique (3, —6, 12, — 24, ...) a pour raison r=-2, son
premier terme est uy= 3, son neuviéme terme est ug=3(-2 =768,
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11.3.3 Somme de N termes consécutifs

Soit N termes consécutifs d’une suite géométrique de raison r#1 et S leur
somme; si A est le premier de ces termes consécutifs, on a :
N N
r—1 1-r
S=A =A

r-1 1-r

Remarque : la somme des n premiers termes d’une suite géométrique de pre-
mier terme u; et de raison r=1 est donc :

r—-1 1-r"

Nota : si le nombre de termes est infini et si, en méme temps, lr] < 1, cette

U
somme tend vers le nombre ~1—0— .
—r

Exemple 1 : soit i un nombre réel strictement positif;

o la somme des n premiers termes de la suite géométrique de premier terme 1 et de
raison (1+i)est :

(1+iy-1_(1+i)"-1
(1+i)-1 i

. L , 1
o la somme des n premiers termes de la suite géométrique de premier terme et
1+

, 1
de raison — est:
I+i

T1+i R Tu+i| 1+i-1 i
I1+i I1+i

1 n
-
1 (1+i) 1 [1-(1+i)" _1—(1+i)_"

Exemple 2 : en reprenant les caractéristiques de la suite de I’exemple 2 du para-

graphe 11.3.2, on a :

1-(=2)°
3-6+12-24+48-96+192-384+768=3

1-(-2)

=513.
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IF] Calcul intégral

Pour alléger les explications et les notations, les fonctions utilisées dans ce
chapitre sont supposées définies, continues et dérivables sur un intervalle I de
R et les nombres a et b sont toujours des éléments de 1.

12, INTEGRALE DEFINIE D'UNE FONCTION CONTINUE

12.1.1  Définition

Soit F' une primitive de la fonction f sur [a, b]; on appelle intégrale de a 4 b

de la fonction fle nombre réel F(b) — F(a).
b

On note,J fx) dx = [F(x)12 = F(b) - F(a).
b
L’écriturej J(x) dx se lit « somme de a 4 b de f(x) dx».

Les nombres réels a et b sont appelés les bornes de I'intégrale.

XJT P @2F 27
> 3 3

3
Exemple : j 2 dx= [—
2 3

Remarque : le nombre {F (x)]Z = F(b) — F(a) ne dépend :

» ni de la primitive choisie ([F(x)]2 = [F(x) + c] o ¢ désigne une constante
réelle);
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« ni de la variable x, dite variable muette :

b b
Jaf(t) dt=[F(D]. = F(b) - F(a) = Lf(x) dx.

12.1.2 Intégrales et primitives

La définition de l'intégrale définie permet de démontrer que : pour tout x
X

appartenant 4 I la fonction x — | f(¢) dt est la primitive de f qui s'annule en a.
a

Exemple : la fonction logarithme népérien est la primitive sur R* de la fonction

. ) .
x> — qui s’annule en 1; la fonction In est donc définie par
x

T dr
Inx= JI " avec x € R* (voir 10.1.1).

Remarques : 1’écriture I f(x) dx est appelée intégrale indéfinie et se lit « somme
de f (x) dx».
Si F est une primitive de f sur / et ¢ une constante réelle :

e x> | f(x) dx = F(x) + c est une fonction;

b
. I f(x) dx = F(b) — F(a) est un nombre.

12.1.3 Interprétation graphique
dans le cas d’une fonction positive

Nota : Une fonction f est dite positive sur un intervalle [a, b] si, et seule-
ment si, pour tout x de [a, b], f(x) = 0.

Soit dans le repére orthogonal (O, 7, /)
la courbe (C) représentative d’une
fonction f positive sur [, b] oua < b;
soit A la partie (hachurée) du plan
limitée par la courbe (C), 'axe des
abscisses et les droites d’équation
x=aetx=b;

smt 1e rectangle OACB tel que
OA—L OB = =7, 7.0C =7 +J,

si on ChOlSlt pour umteb d’aire 'aire

du rectangle OACB, J f(x) dx est
a

la mesure de I’aire du domaine A.
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Remarque : soit M(x, y) un point du plan, on peut écrire : A = {M(x, y) las<x<b
et0 <y <flx)].
Exemple : avec ges notations ci-dessus; si on prend f(x) = x>, a=2etb=3;0na
19
vu (12.1.1) queJ'2 Xdx= 3 :
N 1
o pour ||| = ||7|| = ] cm l'aire du domaine A est 3 cm?;
> = s . . 19 19
o pour ||i]| =2 cmet||j|| = 3 cm I'aire du domaine A est 3 X2x3= 3 X6 =38cm?;

N 19
s pour ||i|| =3 cm etl[?” = 0,1 cm Uaire du domaine A est 3 x3x01=19cm.

12.2 Proprités bes INTEGRALES

12.2.1 Propriétés inmédiates et relation de Chasles

Soit f une fonction caractérisée au début du chapitre, on a :

a

.J flx)dx = 0;

b
-J f(x)dx=—jbf(x)dx;

a

o et, si c appartient 4 I'intervalle I, on a la relation de Chasles

[ b

[rwae=] e roa

c

Remarque : la relation de Chasles est vérifiée quel que soit 1’ordre des trois
réelsa, betc.

Exemples :

feal2-3 e e f o

2 2
.J xzdleif.:l =£—(—i):£=3et
-1 31l 3 3 3
) 2 3

=J xzdx+J 2 d.
-1 2
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1222 Linéarité de I'intégrale

Soit deux fonctions f et g caractérisées au début du chapitre et un nombre
réel o, on a:

b b b

0J (f(x)+g(x))dx=j f(x)dx+[ g(x) dx;

b b

.Ja otf(x)dx=0tf f(x) dz.

a

Remarque : sur I’intervalle 7, on a (voir 7.3.2) :

[ (7 + 8000 dx= [ 1) ax + [ gt avet [ dx = [ 70y

3
Exemple:j (x2—4e"+2+ i)dx:

2 x
3 3 3 3 ST
szdx-zzjzerdxufzdxuf _=[?] — 4B+ 2 [xB+3 [Inx =
2

2 x

(2?7_ ;)—4(e3—e2)+2(3—2)+3(1n3—ln2)=

19 3
7 —4eXe—1)+2+3In 5 ~_4]2.

12.2.3 La positivité de I'intégrale et ses conséquences

Nota : le lecteur pressé peut se contenter d’une étude peu approfondie de
ce paragraphe 12.2.3).

Soit deux fonctions fet g caractérisées au début du chapitre :

a) Positivité de I’intégrale

b
! Siﬂx)?OpourtoutxdeIetsiaSb,onazj fx)dx = 0.
a

b) Inégalité
Si on applique la propriété précédente a la fonction g — f, on démontre que :

b b

' Sif(x)Sg(x)pourtoutxdeletsiaSb,ona:f f(x)dxsj g(x) dx.

a
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¢) Inégalité de la moyenne

Soit deux nombres réels m et M tels que, pour tout x de I, m < f(x) < M; si
on applique la propriété précédente a cette double inégalité, on démontre

que,sia <b, ona:m(b—a)sj fx)dx < M(b-a).
a

Exemple : on ne peut trouver, en termes élémentaires, une primitive de la fonction
1

. . . . 2 2 . .
x> e ¥, il est donc difficile de trouverj e dx; il est, par contre, possible de
0

1
1+

1
montrer que, sur [0, 5 ] onal-v¥¥se¥=< et que

1

2
J (I—xz)dx>0,458etJ’
0 o ]+

R —

< 0,464 ; il en résulte que :

1

2
0,458 = Io e ¥ dx < 0,464,

cette double inégalité permet, en définitive, d’obtenir une valeur approchée de
1

2,
J e dx.
0

d) Valeur moyenne d’une fonction

1 b
Sia < b le nombre b-a J f(x) dx est appelé valeur moyenne de la fonction
a

[ sur [a, b).

Remarque : la propriété présentée au paragraphe 12.2.3,c et le théoréme des
valeurs intermédiaires (voir 6.2.2) permettent de conclure qu’il existe un
point ¢ de [a, b] tel que f(c) soit cette valeur moyenne, on a donc :

J f(x) dx = (b-a)f(c) (Ie point ¢ n’est pas forcément unique).

Le résultat précédent est v
illustré par la figure ci-contre
ol l'aire du domaine A
(définie comme au para-
graphe 12.1.3) est égale a flc) =flcd)y
I’aire du rectangle AMNB;
la somme des aires visuali-
sées par des pointillés est
égale a I’aire hachurée.

=4
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I 2.3 CAI.CUI. INTEGRAL ET CALCUL D’AIRES

Dans tout ce, E:;\ragraphe, on considére un plan rapporté au repére
orthono_)rmé (0, i, j) et M(x, y) un point quelconque de ce plan; puisque
lill=1j1 =1, I'unité d’aire est 1; les résultats qui vont suivre restent valables
si le repére n’est pas normé, gondmon de prend_re): comme unité d’aire I’aire
d’un rectangle OBCA telque OA =i ,OB=j ,0C = 7+ j

12.3.1 Aire de la partie A du plan limitée par la courbe
représentative d’une fonction f, I'axe des abscisses
et les droites d’équation x = aet x=baveca<b

Soit une fonction f caractérisée au début du chapitre ;
¢ si pour tout x de [a, b] f(x) = 0 on peut écrire b
A={x,y)|a <x <bet0 <y < f(x)} et Paire du domaine A est j f(x) dx
(voir 12.1.3); ’
¢ si pour tout x de [a, b] f(x) < 0 on peut écrire b
A={lx,y)|a <x <betf(x) <y =<0) et 'aire du domaine A est — Ja f(x) dx

(car — f(x) = 0 et les courbes représentatives de f et de — f sont symé-
triques par rapport a ’axe des abscisses);

¢ si f(x) ne garde pas un signe constant sur [a, b] mais change de signe aux
points xy, %, ..., X, de [a, b] (points d’intersection de la courbe représenta-
tive de f et de 'axe des abscisses) les deux résultats précédents et la rela-
tion de Chasles permettent de conclure que I'aire du domaine A est

x Xg
J f + J f
a P
Exemple 1 : avec les notations précédentes; pour f(x) =x*> - 2x,a=—-1letb=3
onaf(0) =0etf(2) =0, quand x e [- 1, 0] f(x) = 0, quand x € [0, 2] f(x) < 0,

quand x € [2, 3] fix) 2_)0; Uaire du
domaine Aest, st ||i||=|jll=1cm :

0 2
IRCEH
-1 0
0 2 3
o rwas-[ pwae | g

5L A5 L[5
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S AN CENCe)

()--5)e(5) 5 g e rvem
= —|-{-—=]+l == — + — + — =4 cm°.
3 3 3 3 3 3

Remarque : fonctions paires et fonctions impaires :
Les résultats précédents permettent immédiatement d’établir les propriétés sui-
vantes :

Soit a un nombre réel strictement positif et f une fonction continue sur le
segment [~ a, al;
a a

¢ si f est paire alorsj flx)dx=2 jo flx) dx;

a

® si f est impaire alors J f(x)dx =0.
-a

Exemple 2 : soit la fonction f telle que f(x) = x* — 1 ;
fest définie sur R et f(— x) = f(x) donc f est paire sur R;
2

2
S T 8 4
J_Zf(x)dx=2jof(x)dx=2[?—x]o=2(?_2>= ?;

il est ir_zfe’ressant de remarquer que la courbe d’équation y = x*> — 2x dans le repére
(0,i,j)ou le_)pg)int M a pour coordonnées (1, 0), a pour équation y = x? — I dans
le repére (M, i, j ) et de comparer les résultats obtenus aux exemples 1 et 2 de ce
paragraphe.

Exemple 3 : soit la fonction f telle que fix) = ¢ — e~ *; f est définie sur R et
f(—x) = —f(x) donc f est impaire sur R; on peut vérifier que pour tout réel a stricte-
a

ment positif | f(x) dx = 0, en effet il vient :

a

J (F—e )dx=[e+e* ] = +e " —e-e’=0.

12.3.2 Aire d’une partie du plan comprise entre deux courbes

Les conclusions du paragraphe précédent permettent de démontrer que :

soit les fonctions f et g caractérisées au début du chapitre; si, pour tout x de
[a, ], f(x) =g(x), Laire du domaine délimité par les courbes représentatives de f
b

et de g et par les droites d’équation x = a et x = b est égale & f (f(x) — g(x)) dx.
a
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Exemple : avec des notations du type précédent; pour f(x) = x> —3x— 1,

gx)=—x—x+3a=0etb=lonagx)—fix)=—2(2-x-2)=-2(x+1)(x-2)
donc quand x € [- 1, 2] (g(x)-f(x)) = 0;

- —
« U'aire demandée est, si ||i|=|lj||= 1 cm : Ay

1
[, (et -stry ax=

1

jo(—Z(xz—x—Z))dxz

.Ii cm? =~ 4,33 cm?;

e si,a présent, toujours avec
il =1jll = 1 em, on cherche
I'aire du domaine % délimité
par les courbes représenta-
tives des paraboles f et g : on
détermine les abscisses des
points d’intersection des deux
paraboles; en ces points g(x) = f(x); en résolvant cette équation on trouve les
abscisses — 1 et 2 de ces points M et N (on a M(- 1, 3) et N(2, — 3)); l'aire du
domaine 9 est donc

2 2
j , (g(x)—f(x))dx=f 267 -x-2)dx=-2 [f - ; -

2
Zx] =9cm.
)

124 Qumuas PROCEDES DE CALCUL

Etant donné une fonction f, caractérisée au début du chapitre, ce paragraphe
présente quelques procédés permettant de trouver une primitive F de f sur /,
donc :

« soit de déterminer la fonction x — J f(x) dx = F(x) + ¢ (ou ¢ est une
constante réelle dans tout le paragraphe);

b
« soit de calculer le nombre J . f(x) dx = [F (x)]g = F(b) - F(a).
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12.4.1

Pour trouver F, on peut utiliser «en sens inverse » les dérivées usuelles et les

Utilisation des dérivées

propriétés des fonctions dérivables.

On établit, par cette méthode, le tableau ci-dessous ol o est un nombre réel
et u et v deux fonctions dérivables, avec u” et V' continues, sur leur domaine de
définition respectif Du et Dv.

Remarque : au cours d’un calcul, il est souvent nécessaire de «faire appa-
raitre» les fonctions présentées dans ce tableau.

Tableau de primitives

v(x) . W'(x) — u(x) . vV(x)
)
u'(x)
u(x)

u'(x) . e

u(x)

v(x)
In|u(x)| +c

e® ¢ ¢

x> f(x)=.. x> Fx)y=... sur un intervalle de ...
0 c R
o ox+c R
¥ o+ Rsine N
+c R*sine Z*-{-1
avecn # -1 n+l {RﬁsineR—Z{ }
1
— In|x|+c R*
x
e e‘+c¢ R
o' (x) owulx) + ¢ Du
Dusine N
, n+1 Du quand ulx) # 0 si
w'(x) (ux)" (L e e - 1)
avecn € Q—{-1} n+l %u quand u(x) > 0 si
ne Q-7
W (x) +V'(x) ux) +vx) +c Du Dy
w(x) . V() + v . u'(x) u(x) . v(x) +c Du N Dy

Du N Dv quand v(x) # 0

Du quand u(x) # 0

Du

1

Exemple 1 : calcul de K = Jo X1+ )P dx;

la fonction x> x*(1 + X°)° est définie et continue sur R, donc sur [0, 1] ;

siu(x) =1+, u(x)= 5%t x%(1 + ) = é w'(x) (u(x))’, donc :
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1 6711
K if ) (wlx) d = i[(u(x)) ]
570 5 6 0

L [(1+x)]= S (26-1)= 63 =21
30 30 30

3
Exemple 2 : calcul de K = J } X2 \/27 - dx;

la fonction x — x2 V27 - 12 est définie et continue sur J— o, 3], donc sur [- 1, 3];
siu(x)=27-x, u'(x) = - 3%, donc :

3 3 1
K=—§jJG&ﬁV@%¢ﬂ =-§JJuunmm2m
37 3
1 | (u(x))? 2 =13
=_§ =_;[V(u(x)) ]—I

3
2 |-1

=_§[\An—fﬂ:=_;40-\01%@=&19

’

1
Exemple 3 : calcul de K =I *
P 0 ] +x?

la fonction x — est définie et continue sur R, donc sur [0, 1]; si u(x) = 1 + 1%,

on a u(x) > 0 et u'(x) = 2x, donc :

i 1o,
2x 1 u'(x) 1
_dx=_j de= — [l !
[0 1+ 2 1o ux) 2 [in (u(x)lo

[In (1 +x%)]} = é In2 =035

Exemple 4 : détermination de K(x) = J ﬁ dx;

la fonction x — est définie et continue sur tout intervalle I de R— {- 2, + 2};

siu(x)=4—x%onau'(x)=—2x donc:
J x dxz_iJ'—Zx dx=—iju(X)dx
4-x? 2J 4~ 2 ) u(x)

In |4 —x?| + c sur tout intervalle I de R - {- 2, 2}.

"

1
=——In|u(x)|+c=-
2

N~
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1242 L'integration par parties

Quand les fonctions u et v sont dérivables sur un intervalle I, on a,sur/:
(ux) . v() = u(x) . v(x) + v(x) . u'(x),
cette propriété permet de démontrer la formule de I’intégration par parties.

Soit les fonctions u et v telles que leur dérivée, u’ et V', soient continues sur

[a, b],0n a :
b b

J u(x) . v'(x) dx = [ulx) . v@)]° —f v(x) . u'(x) dx.

Remarque 1 : si les fonctions u et v admettent des dérivées continues sur un
intervalle I, on a sur [/ :

Ju(x) V() dx = ulx) . v(x) - jv(x) W (x) dx.

Remarque 2 : on utilise, évidlemment, I’intégration par parties quand on pense
trouver aisément une primitive de la fonction x - v(x) . «’(x); deux cas se pré-
sentent :

* soit on reconnait dans u(x) . v'(x) la fonction u et on préfere effectuer les cal-
culs sur «” (voir exemple 1);

* s0it on reconnait dans u(x) . v'(x) une dérivée usuelle v’ (voir exemple 2).

2
Exemple 1 : calcul de K = J (322 + x) In x dx;
1

la fonction x = (3x2 + x) In x est définie, continue et dérivable sur R¥ donc sur
[1,2];
b

siufx) =lnx alors u'(x) = —
X

etViix)=32+x alors vix) =x+ 5

2 2

K =f] u(x) . Vix)dx = [u(x) . v(x)]i—fl v(x) . u'(x) dx
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8ln2+21n2—§—]+ i+ L=101n2—£ =~ 3,85.
3 3 4 12

Remarque 3 : pour trouver, sur R¥, une primitive de la fonction In on utilise
le procédé de I’exemple 1, avec :

st |~

u(x)=Inx alors u'(x)=
Vi) =1 alors v(x) =x

il vient, Jln xdx= Ju(x) V{x)dxe=
ux) . vix) — {v(x) . W(x)dx=xlInx— dx = x In x — x + c et, en définitive, sur

R*, la fonction x = x (In x — 1) est une primitive de la fonction In.

Exemple 2 : détermination de K(x) = Jez" (x2=2x + 3)dx;

la fonction x e (x2 = 2x + 3) est définie, continue et dérivable sur R; on effec-

tue une intégration par parties, avec :

u(x) =x2=2x+3 donc W(x)=2x-2
eZ.x‘

et V(x) = e** donc  v(x) = -

2x ]
il vient, K(x) = % (x3=2x+3)- —2— Jez"'(2x— 2)dx;

pour déterminer Jez"'( 2x — 2) dx, on effectue une nouvelle intégration par parties,

avec :
u(x) =2x-2 donc u(x)= 27‘
et Vi(x)=e* donc v(x) = %
2x 2x 2x
v 2x e 2x €
il vient, | e*(2x-2) dx = 7 (2x-2)- |e¥dx = 7 (2x-2)- 5 +c;

et en définitive :

2x er

€
Kix)= — (2 =2x+3)——(2x-2)+ — +
(x) Z(X x+ 3) 4( ) I

2x

2x

K(x):ef(xz—3x+ 2)Jrc.
2 2
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TROISIEME PARTIE

Dix séances
d’entrainement




Dix séances d’entrainement permeitent de
retrouver, ici, le programme traité dans la deuxiéme par-
tie.

Ces séances font appel aux tests de la premiére partie et
proposent des exercices corrigés. Les solutions sont
enticrement rédigées. L’élégance de certaines d’entre
elles a quelques fois été sacrifiée au profit de la généra-
lité d’une méthode. Exceptionnellement, quand il est trés
facile de démarquer les corrections des exemples du
cours, certaines parties des résolutions le précisent et ne
donnent que les principaux résultats.

Les paragraphes du cours, dont la compréhension est
importante pour les résolutions, sont indiqués en carac-
teres gras aprés chaque énoncé. Quand plusieurs ren-
vois sont nécessaires, seuls ceux qui caractérisent ’exer-
cice sont mentionnés.

11 est conseillé de ne lire un corrigé qu’apres avoir cher-
ché soi-méme une solution ; I’étude des parties du cours,
correspondantes a I’exercice, facilite cette recherche.




0. Actvni PREPARATOIRE
Mise e CONDITION

0.1 Se familiariser avec le livre : comprendre la structure de I’ouvrage,
connaitre les modalités de travail proposées, lire I’avant-propos, parcourir la
table des matiéres, feuilleter.

0.2 Tests 1 a 3 chapitre 1 : s’assurer d’une bonne connaissance de la ter-
minologie de base.

1. GAI.CUI. NUMERIQUE
Equarions er INEQUATIONS SIMPLES

1.1 Tests 1 a 10 chapitre 2

1.2 Caleuler : 74; (=5)*; (=5)%; 7% 07; 7'; 77'; 43; (4+3%); (4+3)%:
(4-2%)3; (4+372)%

Solution : (2.5)

/32

1s Simplifier : 22 x 25 x 42; 93 x 62 x 4; \/32 x /32

/32
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Solution : (2.5-2.6)

1.4 Tests 1 et 2 chapitre 3

1.5 Résoudre les équations :

_— (Gx+172  Bx+172  (1Bx+Dx+1) 50
E): T3 -9 T 2 36
(E)): (4-3x2-(-4x+4)=0.

Solution : (2.7-3.1)

1.6 Résoudre les inéquations :

d): VZU-20+1-xV3>2(1-x\/3)

X
x+2 1
() : . 2—5
x=2
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Solution : (3.2)

V' 4
2. Equarions er INEQUATIONS

2.1 Tests 3 a 8 chapitre 3

2.2 Résoudre le systéme :

(a) :
(D) :
(o) :
(d) :

Solution : (3.3.1)

x+ 8y+3z+ 6000r=16100
2x+20y+ z+ 8000r=26000
5x+ 10y + 2z + 10000z = 23500
2x + 50y + 4z + 300007 = 63 100
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2.3 Pour quelles valeurs de x a-t-on :

“De-2+x+1<1?

Solution : (3.4)

152 ¢ MATHEMATIQUES



2.4 Résoudre le systeme :

xz —xy =0 (a)
z+xy =2 (b)
2y +2x =7 (c)

Solution : (3.3.1,a- 3.4)

2.5 Résoudre les inéquations suivantes :

(di): =2x+5>Vx-2; L): x-1=sVx2-3x-4

Solution : (3.6)
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3. CONNAISSANCES DE BASE SUR LES FONCTIONS :
GENERALITES, LIMITES, CONTINUITE, DERIVABILITE.
RAPPEI.S DE COURS

3.1 Tests 1 a 9 chapitre 4
3.2 Tests 1 a 10 chapitre 5
3.3 Tests 1 a 8 chapitre 6

3.4 Tests 1 a 6 chapitre 7

4, I.IMITES, CONTINUITE, DERIVABILITE, Exercices

4.1 Déterminer les limites suivantes :

. X =2x i ® i P—x
i) ——oor—— (i ———: J ——
x—0 x4 = 3)(2 = 3% x—0 x3 + 2)(2 x—0 X4 + 2x3

Solution : (6.1.1 - 6.1.2,a - 6.3)
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4.2 Déterminer les limites suivantes :
_ 2+3x% 1 ) Pr2x—1 . D=~
i — M ———; hm @ @————
[x[ 5+ —=3x—1 [x] 5+e x*—=2x—1 lx[ =+ x2—x + 1

Solution : (6.1.2,¢ - 6.3)

4.3 Déterminer la limite en — 1 de la fonction f telle que
X+ 1

24342

fl)=

Solution : (4.4.2 - 6.3)

4.4 Déterminer la limite en — 2 de la fonction f telle que

Va2+5-V3-3x

= 96+
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Solution : (2.7 - 6.3)

4.5 Déterminer, pour x infini, les limites de la fonction f telle que

f)=Vx+x-x

Solution : (6.3)
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. a ~ ~ 2z
4.6 Soit la fonction f: x> — 3 + 2x2 + | + — ol ¢ est un parametre réel.
x P

1) Etudier la limite de f quand |x| — + e
2) Etudier la limite de f quand x — 0; donner, quand il existe, un prolonge-
ment par continuité de fen 0.

Solution : (6.2.3 - 6.3)
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4.7 Etudier la continuité des fonctions [ et g suivantes :

fixes 2VG-3 _ |x-3]
.xr—)—xz_9 g.xl—)f(x)——3
X

Solution : (6.2 - 6.3)
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4.8 Soit la fonction f définie sur R, par f(x) = \/x; en utilisant la défini-
tion du nombre dérivé, trouver f(2); en déduire I'équation de la droite (7') tan-
gente, au point 2, a la courbe représentative de la fonction f.

Solution : (7.1)

4.9 On considere sur |0, + o[ la fonction f telle que :
fx)=\/x pour x>2,
. V2 3\2
f@=VZ% fo)=- :f

— + ——  pour O<x<2.
X

Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 2.

Solution : (6.1 - 7.1)
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3.

Si
52
33

6.

6.1

' 4
Erubes bk roncrions. Rappets ok cours

Test 7 chapitre 7.
Tests 1 a 13 chapitre 8.

Tests 1 a 6 chapitre 9.

¢
ETUDES DE FONCTIONS POLYNOMES
ET DE FONCTIONS RATIONNELLES

Soit f: x = f(x) une fonction polyndme de degré 3; déterminer f
sachant que sa courbe représentative (C), dans un repere cartésien, passe par
des extremums pour x = 0 et x = 2, que f(0) = — 1 et que f(1) = — 3; montrer
que le point (1, — 3) est un point d’inflexion (on rappelle qu’en un point
d’inflexion si f” existe alors f” s’annule en changeant de signe); trouver
I’équation de la droite (7') tangente a (C) au point d’abscisse 1 et préciser les
positions respectives de (C) et de (7) quand x tend vers 1; vérifier que le

point (1, — 3) est le centre de symétrie de (C).
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Solution : (3.3-5.6 -7.1-7.2-8.1)
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. 1
6.2 Etudier la fonction f: x > x* — 2x% + 5

Solution : (5.6.1-7.2-8.1-8.3.3,a-9.1)
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) ) ax+b
6.3 Déterminer la fonction f: x g ol a, b, ¢ et d sont des nombres
cx

réels, sachant que sa courbe représentative (C), dans un repére cartésien, a
pour asymptotes les droites d’équation x = 2 et y = | et qu’elle passe par le
point (1, —1).

Solution : (4.4.2,a - 8.3.1 - 8.3.2)
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oy ] x—2
6.4 Etudier la fonction f: x = ey

Solution : (6.2.3 -7.2-8.3.1-8.3.2-9.1)
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6.5 1) Etudier la fonction g : x > 2x3 — 6x% + 6x — 1; montrer que si
g(xy) = 0 alors x, € [0, 1].

_ i =32 —x42 i
2) Soit la fonction f: x > —— ; montrer que la courbe (C) repré-
x =
sentative de la fonction f admet une courbe asymptote d’équation y = h(x),
qu’on déterminera, quand x tend vers I’infini.

3) Trouver I'équation de la tangente (7) a (C) au point d’abscisse 2 ; préciser
les positions respectives de (7) et de (C) quand x tend vers 2.

4) On donne x;, = 0,2; étudier f et construire, dans un méme repére cartésien,
les courbes d’équation y = f(x) et y = h(x).
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Solution : (4.4-6.2.2-7.2-8.1-83.4-9.1)
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¢
7 o ETUDES DE FONCTIONS DEFINIES
A ’AIDE DE RADICAUX

7.1 Etudier la fonction £ : x = V/ (= x> + 5x)> — 4; montrer que, dans un
repére orthogonal, la courbe (C) représentative de f admet un axe de symétrie.

Solution : (2.2 -4.1.4 - 5.6 - 8.2.2,a)
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7.2 Etudier les fonctions g et f telles que
g =2Vx-2 etf(x)=x-gk)

(les courbes représentatives de g et de f, dans un repére cartésien, sont respec-
tivement appelées Cg et Cp.
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Solution : (5.3-6.6-7.1.3-7.2.4-8.2-833,betc-9.1)
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7.3 Etudier la fonction f: x > x + /|4 — x|

Solution : (2.2-3.6-7.2.4-8.2.2,b-83.2-8.3.3,c-9.1)

172 ¢ MATHEMATIQUES



DIX SEANCES D’ENTRAINEMENT o




©y
S
g
=
=
=
=
=

174




DIX SEANCES D'ENTRAINEMENT o 175



7.4 Etudier, sur [~ 2, + 2] la fonction f telle que (f(x))* = (x — 1)? (x + 1);
soit (C) la courbe représentative de f dans un repere orthonormé, déterminer
I’équation de la droite (7') tangente, en zéro, a la courbe (C) et préciser, suivant
les valeurs de x, les positions respectives de (C) et de (7).

(On pourra poser f(x) = V (x — 1)? (x + 1) en convenant que, pour u < O,\3/;
signifie =/ — u)

Solution : (3.6 - 6.6 - 7.2.3,b - 8.1 - 8.2-9.1)
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8. FONCT IONS LOGARITHMES ET EXPONENTIELLES

8.1 Tests 1 a 16 chapitre 10

8.2 Résoudre I'inéquation (/) : In (x +2)* —In x* > 9.

Solution : (10.1.2 - 10.1.5 - 10.2.2)
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8.3 Résoudre les systemes d’équations :

e lxe3=1 log,b+6log,a=7 (A)
(1) In - +In 8y=1In 12 () ab =128 (B)

Solution : (3.4 - 10.1 - 10.2 - 10.3)

8.4 Soit les fonctions fet g telles que :

1

-2 4
fo=tn| =S| e go=av;

déterminer f” et g’

DIX SEANCES D'ENTRAINEMENT o 179



Solution : (10.1.2 - 10.2.3, b - 10.4)

2
g : X 2 ; a4 .
8.5 Soit la fonction g : x > Y déterminer et étudier la fonction f pro-

longement par continuité de g en zéro.

Solution : (6.2.3 - 9.1 - 10.1)
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. 1)
8.6 Etudier la fonction f: x > (%) -2

Solution : (9.1 - 10.2)
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8.7 Soit dans un repere orthogonal la courbe (C) d’équation
e efke™
> A 2 s

déterminer pour x infini 1’équation des droites asymptotes a la courbe (C).

Solution : (5.6.1 - 8.3.3,¢ - 10.1 - 10.2)

8.8 Etudier la continuité en zéro des fonctions f et g définies sur R par :
fitx) = (1 + l) e

X
gx) = (]x|)? pour x # 0 et g(0) = 1.

i
X%

pour x # 0 et f(0) =0,

Solution : (6.1 - 10.4 - 10.5)
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0. Suires ARITHMETIQUES ET SUITES GEOMETRIQUES

9.1 Tests 1 a 9 chapitre 11
9.2 Démontrer par récurrence que, pour n € N*,

2 2
Sn=13+23+...+n3=@

Solution : (11.1.2)

9.3 Trouver le dixieéme terme et la somme S des dix premiers termes d’une
progression de raison 5 et de premier terme 2 :

1) Quand cette progression est une suite arithmétique.

2) Quand cette progression est une suite géométrique.
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Solution : (11.2; 11.3)

9.4 Une entreprise a produit 500 unités la premiére année et 2300 unités
pendant les quatre premiéres années de son activité; de combien d’unités la
production a-t-elle augmenté en moyenne chaque année ?

Solution : (11.2)

9.5 La population d’une ville est de 100000 habitants a une date donnée;
elle croit de 3 % par an, quel est le nombre d’habitants, cing ans plus tard ?

Solution : (11.3)
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9.6 Déterminer les cinq réels a, b, x, y, z sachant que ces cinq nombres
sont les termes consécutifs d’une suite arithmétique tels que :

a+b+x+y+z=10 et a®+b*+x%+y*+72=270.

Solution : (11.2)

9.7 Soit la série de transactions suivante : un individu n — 1 verse une
somme u, a un individu n, 'individu n verse alors les deux-tiers de u, a un
individu n + 1, etc. (chaque individu dépense 66,66... % de ce qu’il pergoit).
Au début du processus, I'individu 1 verse 1460 francs a I’individu 2; quelle
sera la somme percue par 'individu 15 et quel aura été, alors, le montant
monétaire total S des transactions ? Si on imagine que le processus peut durer
indéfiniment, que devient S ?

Solution : (11.3)
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9.8 Pour un achat a crédit, deux contrats prévoient chacun un premier ver-
sement de 12000 francs et dix versements annuels :

« dans le contrat n° 1, les versements augmentent chaque année de 6 % ;
« dans le contrat n° 2, les versements augmentent chaque année de 850 francs.

Calculer le montant du dernier versement et la somme totale S payée a I'issue
de chaque contrat.

Solution : (11.2 - 11.3)
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10. CaicuL inticrar

10.1 Tests 8 et 9 chapitre 7
10.2 Tests 1 a 10 chapitre 12

10.3 Déterminer la primitive F, qui prend la valeur % pour x = 0, de la
2x+1

fonctionf: x—
f @ +x+ 1)*

Solution : (7.3 - 12.4.1)

10.4 Sur R*%, déterminer la primitive F, qui prend la valeur 2 pour x = 9
de la fonction f: x - x* \/x.

Solution : (2.6.1 - 7.3 - 12.4.1 - 12.4.2)
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10.5 Déterminer
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10.6 Soit la fonction f : x =X V1 -l ¥ et | (C) sa courbe représentative
dans un repere orthonormé (O, i, j) ou ||i| =[jll = 1 cm (f a été étudiée au
paragraphe 9.2.2.).

1

1) Calculer E £ dx.

2

2) Déterminer I’aire des domaines A et B délimités par la courbe (C), I’axe
des abscisses et par :

1 1
a) les droites d’équation x = — 1 eta= 5 pour A;
1
b) les droites d’équation x = — 5 etx= ~\2/—3 pour B.

Solution : (12.2.1 - 12.3.1 - 12.4.1)
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10.7 Dans un repere orthogonal (O, ?, 7) ol ||?|| =3 mm et l[7|| =3 cm,
déterminer 1’aire du domaine & délimité par les courbes d’équation
y=(x-1)e*ety=—x*Inxdans I'intervalle [1, 3].

Solution : (12.1.3 - 12.3.2 - 12.4.2)
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Bibliographie

De trés nombreux manuels a I’'usage des lycéens ou des étudiants des pre-
miers cycles universitaires, tant scientifiques que d’économie et gestion, ont
été consultés pour la conception de cet ouvrage. Le choix est vaste; il présente
des approches multiples et des niveaux plus ou moins élevés.

Pour éviter a I’étudiant de se perdre dans un dédale de références bibliogra-
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Index alphabétique

A

Abscisse, 29, 57
Affine (fonction), 61
Aire, 136
Aires (calcul d’), 136, 140, 141
Alignés (points), 28
Alternée (suite), 131
Anguleux (point), 99
Appartenance, 21
Application, 50
Arithmétique (suite ou progression), 132
Arrét (point d’), 60
Asymptote, 101, 103, 104
Axe(s) de symétrie, 66

— d’un repére cartésien, 58

B

Base d’une progression, 133

— du plan vectoriel, 57
Bijection, 76
Bindme de Newton, 56
Biunivoque (correspondance), 24
Bornée (fonction), 60

— (suite), 131
Bornes d’une intégrale, 135
Branche infinie, 100, 104

— parabolique, 102, 103, 104

C

Caractéristique (fonction), 67
Centre de symétrie, 66
— d’un intervalle, 32
Cercle trigonométrique, 113
Changement de repere, 64
Chasles (relations de), 27, 137
Circulaires (fonctions), 114
Classe C* (fonction de), 87
Coefficient directeur ou coefficient angu-
laire d’une droite, 61, 82, 109
Colinéaires (vecteurs), 28
Combinaison sans répétition, 56
— linéaires (méthode des), 40
Composée (fonction), 52
Concavité, 94
Constante (fonction), 59, 93
Continues (opérations sur ’ensemble des
fonctions), 75

Continuité & droite, & gauche, 70
— en un point, 70, 85
— sur un intervalle, 71
Convexité, 94
Coordonnées d’un point, 57
Correspondance, 24
Cosinus (fonction), 114
Couple, 23
Courbe représentative, 58
Croissances comparées, 127
Croissante (fonction), 59, 93
— (suite), 131

D

Décroissante (fonction), 59, 93
— (suite), 131
Degré (unité d’angle), 113
— d’un polyndme, 54
Demi-droite fermée, demi-droite ouverte,
32
Demi-plan, 63
Demi-tangente, 84
Dénominateur, 25
Dérivabilité en un point, 81, 82, 84
— sur un intervalle, 86
Dérivé (nombre), 81
a droite, & gauche (nombre), 84
Dérivée (fonction), 86
— A& droite, a gauche, 89
— en un point (interprétation gra-
phique), 83
Dérivées (résultats), 87, 88, 116, 120,
123, 126
— successives, 86
Développement d’une expression, 35
— limité d’ordre un, 81
Différence de deux ensembles, 23
Différentiable en un point (fonction), 81,
82
Direction d’un vecteur, 26
Discriminant du trindme, 42
Distributivité, 35
Division euclidienne, 54
Domaine de définition, 37, 50
Droite (€quation d’une), 61
— réelle, 29
— réelle achevée, 31
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E

¢ (nombre), 121
Egalité de deux ensembles, 22
— de deux fonctions, 51
_ — de deux vecteurs, 26
Egalités remarquables, 35, 55, 56
Eléments d’un ensemble, 21
Ensemble, 21
— convexe, 95
— de définition, 37, 50
— produit, 23
— solution, 37
Entier naturel (nombre), 24
Entier relatif (nombre), 24
Equation cartésienne d’une courbe, 58
— du deuxie¢me degré, 42
— du premier degré, 38
— irrationnelle, 45
Exponentielle (fonction), 122
— de base a, 124
— népérienne, 122, 124
Exposant, 32, 33, 79, 126
Extrémités d’un intervalle, 32
Extremum, 60, 96

F

Factorielle, 56
Factorisation d’une expression, 37
— d’un polyndme, 54
Fermé (intervalle), 31
Fonction
— définition générale d’une, 49
— plan d’étude d’une, 105
Fonction réelle de la variable réelle, 50
Fonctions (opérations sur 1’ensemble des),
53
Forme canonique du trindme, 42
Formes indéterminées, 74, 128
Fraction, 25
— opérations sur I’ensemble des, 25

G

Géométrique (suite ou progression), 133

Graphe d’une correspondance, 24

Graphique d’une fonction (représenta-
tion), 58

I

Identification, 55

Identités remarquables (voir égalités
remarquables), 35, 55, 56

Image, 50

Impaire (fonction), 65
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Inclusion, 22
Inconnue, 37
Indice d’une racine, 33
Inégalité (voir ordre dans R), 30
Inéquation du deuxi¢me degré, 42
— du premier degré, 38
— irrationnelle, 45
Inférieur 3, 30
Infini, 31, 70
Inflexion (point d’), 94, 97
Intégrale(s), 135
— indéfinie(s), 90, 136
— procédés de calcul des, 142
Intersection de deux ensembles, 23
Intervalie, 31
Irrationnel (nombre), 25

L

Limite a droite, 2 gauche, 70
— en un point, 69
— point, 165, 180
Limites (résultats), 73, 115, 127
Limites des fonctions polyndmes et des
fonctions rationnelles, 74, 75
Linéaire (fonction), 61
Linéarité de I’intégrale, 138
Logarithme (fonction), 119
— de base a, 125
— décimal, 125
— népérien, 119, 121, 136
Longueur d’un intervalle, 32
— d’un vecteur, 26

M

Majorée (fonction), 60
— (suite), 131
Maximum, 60, 96
Mesure algébrique d’un vecteur, 28
Minimum, 60, 96
Minorée (fonction), 60
— (suite), 131
Mon6me, 53
Monotone (fonction), 59
— (suite), 131
Moyenne (inégalité de la), 139

N

Norme d’un vecteur, 27
Normé (repeére), 58

— (vecteur), 27
Nul (polyndme), 54

— (vecteur), 26
Numérateur, 25



Numérique (fonction), 50
— (suite), 129
n-uplet (ou n-uple), 23

o

Opposé d’un vecteur, 27

Ordonnée, 57

Ordre dans R, 30

Origine d’un repére, 29, 57

Orthogonal (repére), 58

Orthonormé ou orthonormal (repére), 58
Ouvert (intervalle), 31

P

Paire (fonction), 65
Parabole, 104, 168
Partie centrée & I’origine, 65
Partie d’un ensemble, 22
Parties (intégration par), 145
Pente d’une droite, 61
Périodique (fonction), 67
Pivot de Gauss (méthode du), 40
Plan d’étude d’une fonction, 105
Points remarquables d’une courbe, 60,
94, 96, 97, 98, 106, 165, 180
Polyndme, 54
Positive (fonction), 136
Positivité de I’intégrale, 138
Primitive (fonction), 90, 136
— (tableau des), 143
Produit cartésien d’ensembles, 23
Prolongement d’une fonction, 51
— par continuité, 72
Puissance (fonction), 126
— d’un nombre réel, 32
— n-ieme (fonction), 77, 79

Q

Quadrants d’un repére orthogonal, 62
R

Racine n-ieme (fonction), 78, 79
— d’un nombre réel, 33

Racines d’un polynéme, 54
— du trindme, 43

Radian, 113

Radical, 33

Radicande, 33

Raison d’une suite arithmétique, 132
— géométrique, 133

Rationnel (nombre), 25

Rationnelle (fonction ou fraction), 54

Rebroussement (point de), 99
Réciproque (fonction), 76
Récurrence (démonstration par), 130
— (formule de), 130
Réel (nombre), 25, 29
Relation, 24
Repére cartésien du plan, 57
Repére d’une droite, 29
Résolutions graphiques, 62, 63
Restriction d’une fonction, 51
Réunion de deux ensembles, 23

S

Section commengante, section finissante,
32
Segment, 26, 31
Sens direct, sens indirect, 113
Sens d’un vecteur, 26
Signe de la dérivée premiere, 93
— seconde, 94
— d’une expression factorisée, 44
— du trinéme, 43
Sinus (fonction), 114
Solutions d’équations et d’inéquations,
37
Somme des termes d’une suite arithmé-
tique, 132
— géométrique, 134
Sous-ensemble, 22
Stationnaire (point), 96
— (suite), 131
Substitution (méthode de), 39
Suites, 129
Supérieur a, 30
Systéme d’équations, 39
— d’inéquations, 62
— triangulaire, 41

T

Tableau de variation, 106

Tangente (fonction), 114
— (fonction affine), 82
— A une courbe, 82,93

Taux d’accroissement ou taux de varia-
tion d’une fonction, 59

Terme d’une suite, 129, 130

Terme général d’une suite arithmétique,
132
— géométrique, 133

Translation, 26, 67

Trigonométriques (fonctions), 114, 116
— (relations), 114

Trindme du deuxie¢me degré, 42
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U

Union de deux ensembles, 23
Unitaire (vecteur), 27

Unité d’aire, 136, 140
Univoque (correspondance), 24

\%

Valeur absolue, 30
— moyenne d’une fonction, 139

Valeurs intermédiaires (théoréme des), 71
Variable d’une fonction, 50
Variations d’une fonction, 59, 93
Vecteur, 26
— directeur, 28, 61
Vecteurs (opérations sur ’ensemble des),
27,58
Vide (ensemble), 22

z

Zéro d’un polyndme, 54
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